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摘要　通过行波变换，将非线性偏微分方程化为常微分方程，利用辅助常微分方程的解来构造偏微分方程

的精确解，获得了（２＋１）维 ＫｏｎｏｐｅｌｃｈｅｎｋｏＤｕｂｒｏｖｓｋｙ方程的孤波解和周期解．然后直接研究变换以后的常

微分方程，揭示该方程控制的动力系统的鞍结分岔行为，画出了系统的分岔图．

关键词　非线性偏微分方程，　行波变换，　精确解，　分岔

引 言

非线性科学的很多问题是用非线性偏微分方

程来描述的，随着非线性科学的不断发展，非线性

偏微分方程数量和类型不断地增多，非线性偏微分

方程的求解成为了非线性科学研究的一个热

点［１８］．求非线性偏微分方程的精确解到目前为止
已经提出了许多求解方法，例如：双线性法、分离变

量法、波数合并法、齐次平衡法和投射方程法等等．
其中有些方法对求 ＫｏｎｏｐｅｌｃｈｅｎｋｏＤｕｂｒｏｖｓｋｙ方程
（ＫＤ方程）的孤子解很有效［４，５］．但是，目前还没
有见到研究ＫＤ方程分岔行为的文献．

分岔是非线性微分方程重要的动力学性态，对

非线性常微分方程的分岔行为的研究已取得了许

多成果［９，１０］，而对非线性偏微分方程的分岔现象研

究的成果还很少．而且很多问题都是用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
积分分离变量，化为常微分方程来研究系统的分岔

行为．这是一种近似研究方法，因为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断
以后的方程只是原系统的近似．

本文首先通过行波变换，将偏微分方程化为常

微分方程，然后再利用辅助常微分方程法［５］，求ＫＤ
方程的的孤波解和周期解．然后，直接研究行波变
换以后的常微分方程，揭示该动力系统的鞍结分岔

行为．行波变换是一种精确变换，方程变换后不会
改变非线性系统的动力学性质．

１　（２＋１）维ＫｏｎｏｐｅｌｃｈｅｎｋｏＤｕｂｒｏｖｓｋｙ方程

考虑（２＋１）维ＫｏｎｏｐｅｌｃｈｅｎｋｏＤｕｂｒｏｖｓｋｙ方程

ｕｔ－ｕｘｘｘ－６ｂｕｕｘ＋
３
２ａ

２ｕ２ｕｘ－３ｖｙ＋３ａｕｘｖ＝０（１）

ｕｙ＝ｖｘ （２）
进行行波变换

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｕ（ξ）
ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｖ（ξ）

ξ＝ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ （３）
则式（１）可化为

λＵ′－ｋ３Ｕ－６ｂｋＵＵ′＋３２ａ
２ｋＵ２Ｕ′－３ｌＶ′＋

　　３ａｌＵ′Ｖ＝０ （４）
式（２）可化为

Ｖ＝ｌｋＵ （５）

由（４）、（５）消去Ｖ得

λＵ′－ｋ３Ｕ－６ｂｋＵＵ′＋３２ａ
２ｋＵ２Ｕ′－３ｌ

２

ｋＵ′＋

　　３ａｌＵＵ′＝０
将上式积分得

λＵ－ｋ３Ｕ－３ｂｋＵ２＋１２ａ
２ｋＵ３－３ｌ

２

ｋＵ＋

　　３２ａｌＵ
２＝０

化简为

Ｕ＂＝（λ
ｋ３
－３ｌ

２

ｋ４
）Ｕ＋（３ａｌ

２ｋ３
－３ｂ
ｋ２
）Ｕ２＋ａ

２

２ｋ２
Ｕ３ （６）

一般情况下，对于非线性偏微分方程

Ｎｉ（ｕｉ，ｕｉ，ｘｊ，ｕｉ，ｘｊｘｋ，…）＝０，
（ｉ＝１，２，…；ｊ，ｋ＝０，１，２，…ｌ） （７）

如果可进行行波变换
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ｕｉ（ｘ）＝Ｕｉ（ξ），ξ＝∑
ｌ

ｊ＝０
ｋｊｘｊ （８）

式中ｋｊ（ｊ＝０，１，２，…，ｌ）是待定常数，则方程（７）可
化为非线性常微分方程

Ｈｉ（Ｕｉ，Ｕ′ｉ，Ｕ
＂
ｉ，…）＝０ （９）

行波变换未作任何形式的近似，方程变换后不会改

变非线性系统的动力学行为．

２　精确解

利用辅助微分方程法来求方程的精确解，解的

构造可以考虑以下形式

φ′２＝ｃ２φ
２＋ｃ３φ

３＋ｃ４φ
４ （１０）

或

φ＂＝ｃ２φ＋
３
２ｃ３φ

２＋２ｃ４φ
３ （１１）

其中φ是ξ的函数．
１）当ｃ２＞０时，方程（１１）的解为

φ１（ξ）＝
－ｃ２ｃ３ｓｅｃｈ

２（±
ｃ槡２

２ξ）

ｃ２３－ｃ２ｃ４（１－ｔａｎｈ
ｃ槡２

２ξ））
２

（１２）

２）当ｃ２＞０，ｃ４＞０时，方程（１１）有下列解

φ２（ξ）＝
ｃ２ｃｓｃｈ

２ ｃ槡２

２ξ

ｃ３＋２ ｃ２ｃ槡 ４ｃｏｔｈ
ｃ槡２

２ξ
（１３）

φ３（ξ）＝
４ｃ２（ｃｏｓｈ ｃ槡２ξ＋ｓｉｎｈ ｃ槡２ξ）
４ｃ２ｃ４－（ｃ３＋ｃｏｓｈ ｃ槡２ξ＋ｓｉｎｈ ｃ槡２ξ）

２
（１４）

３）当ｃ２＞０，ｃ
２
３－４ｃ２ｃ４＝０，方程（１１）有下列解

φ４（ξ）＝－
ｃ２
ｃ３
（１±ｔａｎｈ（

ｃ槡２

２ξ）） （１５）

φ５（ξ）＝－
ｃ２
ｃ３
（１±ｃｏｔｈ（

ｃ槡２

２ξ）） （１６）

４）当ｃ２＜０，ｃ４＞０，方程（１１）有下列解

φ６（ξ）＝
－ｃ２ｃｓｃ

－ｃ槡 ２

２ ξ

ｃ３ｓｉｎ
－ｃ槡 ２

２ ξ＋２ －ｃ２ｃ槡 ４ｃｏｓ
－ｃ槡 ２

２ ξ
（１７）

式（６）与式（１１）对照，有

ｃ２＝
λ
ｋ３
－３ｌ

２

ｋ４
，　　ｃ３＝

ａｌ
ｋ３
－２ｂ
ｋ２
，

ｃ４＝
ａ２

４ｋ２

由式（１２）－（１７），可知方程（１１）的解为
ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ）＝－４（ａｌｋ

２λ－２ｂｋ３λ－３ａｌ３ｋ＋

　６ｂｌ２ｋ２）ｓｅｃｈ２［± λｋ－３ｌ槡
２

２Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋

　λｔ）］／｛（２ａｌｋ－４ｂｋ２）２－ａ２（λｋ３－

　３ｌ２ｋ２）｛１－ｔａｎｈ［± λｋ－３ｌ槡
２

２Ｋ２
（ｋｘ＋

　ｌｙ＋λｔ）］｝２｝ （１８）
ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ）＝

　
（λｋ－３ｌ２）ｃｓｃｈ２［λｋ－３ｌ槡

２

２Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）］

ａｌｋ－２ｂｋ２＋ａｋ λｋ－３ｌ槡
２ｃｏｔｈ［λｋ－３ｌ槡

２

２Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）］

（１９）

ｕ３（ｘ，ｙ，ｔ）＝４ｋ
２（λｋ－３ｌ２）［ｃｏｓｈ λｋ－３ｌ槡

２

２Ｋ２
（ｋｘ＋

　ｌｙ＋λｔ）＋ｓｉｎｈ λｋ－３ｌ槡
２

２Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋

　λｔ）］／｛ａ２（λｋ－３ｌ２）－［ａｌ－２ｂｋ＋

　ｋ３ｃｏｓｈ λｋ－３ｌ槡
２

Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）＋

　ｋ３ｓｉｎｈ λｋ－３ｌ槡
２

Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）］２｝ （２０）

ｕ４（ｘ，ｙ，ｔ）＝－
λｋ－３ｌ２

ａｌｋ－２ｂｋ２
±

　 λｋ－３ｌ
２

ａｌｋ－２ｂｋ２
ｔａｎｈ［λｋ－３ｌ槡

２

２Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）］ （２１）

ｕ５（ｘ，ｙ，ｔ）＝－
λｋ－３ｌ２

ａｌｋ－２ｂｋ２
±

　 λｋ－３ｌ
２

ａｌｋ－２ｂｋ２
ｃｏｔｈ［λｋ－３ｌ槡

２

２Ｋ２
（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）］ （２２）

　　ｕ６（ｘ，ｙ，ｔ）＝
（３ｌ２－λｋ）ｃｓｃ ３ｌ

２－λ槡 ｋ
２Ｋ２

（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）

（ａｌｋ－２ｂｋ２）ｓｉｎ ３ｌ
２－λ槡 ｋ
２Ｋ２

＋ａｋ λｋ－３ｌ槡
２ｃｏｓ［３ｌ

２－λ槡 ｋ
２Ｋ２

（ｋｘ＋ｌｙ＋λｔ）］
（２３）

　　取ｋ＝１，ｌ＝１，＝４，ａ＝－２，ｂ＝－１，在ｔ＝０，５， １０ｓ时，通过使用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件可以画出方程

１４
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（１１）的孤波解如图１所示．

图１　ＫＤ方程的孤波解

Ｆｉｇ．１　ＳｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＫＤｅｑｕａｔｉｏｎ

取ｋ＝１，ｌ＝１，＝２，ａ＝－２，ｂ＝－１，在ｔ＝０，５，
１０ｓ时，通过使用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件可以画出方程
（１１）的周期解如图２所示．

图２　ＫＤ方程的周期解

Ｆｉｇ．２　ＰｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＫＤｅｑｕａｔｉｏｎ

３　分岔行为

在方程（６）中，只研究当３ａｌ
２ｋ３
－３ｂ
ｋ２
＝０时，即不

考虑Ｕ２项的情况时 ＫＤ方程的分岔行为，这时方
程就可以用下式表示

Ｕ＂＋ｐＵ－ｑＵ３＝０ （２４）
加上控制项 ｆ以后，式（２４）可以表示

Ｕ＂＋ｐＵ－ｑＵ３＝ｆ（ξ） （２５）
若ｆ＝Ｆ０ｓｉｎΩξ考虑弱非线性，用摄动法可求出其分
岔方程如下

（σａ＋３ｑ８ω
ａ３）２－

Ｆ２０
４ω２
＝０ （２６）

其中，ω２＝ｐ，ｑ＝ａ
２

２ｋ２
，ａ、σ为调谐参数，Ｆ０为激励幅

值，ａ为响应幅值．

图３　ＫＤ方程的鞍结分岔

Ｆｉｇ．３　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＫＤｅｑｕａｔｉｏｎ

取ｑ＝０．３，ω＝３，Ｆ０＝０．１，式（２６）绘出的分岔
响应曲线如图３所示，系统具有鞍结分岔．系统的
幅频响应存在多值、跳跃等动力学行为．

改变控制参数 Ｆ０的值，可以对系统的鞍结分
岔进行控制．取ｑ＝０．３，ω＝３，Ｆ０＝０．０２５，式（２６）
的鞍结分岔图如图４所示．显然，分岔响应曲线的
弯曲程度有改变，解的稳定域也有改变．

图４　鞍结分岔控制

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｒｏｌｏｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

从图 ３可以看出（２＋１）维 Ｋｏｎｏｐｅｌｃｈｅｎｋｏ－
Ｄｕｂｒｏｖｓｋｙ方程的分岔响应曲线一定向左边弯曲，
这是由式（２５）非线性项的系数为负决定的．这是
与Ｂｕｒｇｅｒｓ－ＫｄＶ方程、修改的（２＋１）维Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ
－Ｐｅｔｖｉａｓｈｖｉｌ方程、非线性Ｋｌｅｉｎ－Ｇｏｒｄａｎ方程等方
程的不同之处．

４　结论

利用行波变换将非线性偏微分方程化为常微

分方程，若辅助常微分方程有精确解，则可获得非

线性偏微分方程的孤波解和周期解等精确解．直
接分析行波变换以后的常微分方程，为研究非线性

偏微分方程的分岔行为提供了一条途径，适合于可

以进行行波变换的偏微分方程和方程组．
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