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积分事件空间中 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ参数方程的场方法

张毅

（苏州科技学院土木工程学院，苏州　２１５０１１）

摘要　研究事件空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的积分方法．给出了事件空间中 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的参数方程．选取事件空

间中某一个Ｂｉｒｋｈｏｆｆ变量作为其余变量的函数，建立了拟线性的基本偏微分方程组，并将场方法推广应用于

积分事件空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ参数方程．由于具体问题中可以选取事件空间中任意一个Ｂｉｒｋｈｏｆｆ变量作为余下变

量的函数，因此本文方法具有灵活性．该方法的主要困难在于求基本偏微分方程组的完全解．一旦求出完全

解，就可以不用进一步积分而求得系统的运动．文末，举例说明结果的应用．

关键词　分析力学，　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ参数方程，　事件空间，　积分方法

引 言

积分方法的研究是分析力学研究的一个重要

方面［１］．著名的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方法在推广应用于
非保守和非完整系统时遇到了严重困难并有极其

严格的限制［２］．南斯拉夫学者 ＶｕｊａｎｏｖｉｃＢ提出的
场方法［３］对积分完整非保守系统动力学方程提供

了一个重要工具；梅凤翔将场方法的基本思想推广

应用于积分一阶非线性非完整非保守系统的动力

学方程［４６］，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的动力学方程［７］等．迄今
为止，关于积分约束力学系统的场方法研究已取得

了一系列重要成果［８１２］．本文进一步将场方法推广
应用于积分事件空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的参数方程．

１　事件空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的参数方程

研究事件空间中 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，其 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ变
量为ａμ（μ＝１，…，２ｎ）．建立（２ｎ＋１）维事件空间，
此空间中点的坐标为ａμ（μ＝１，…，２ｎ）和时间ｔ．引
入记号

ｘμ＝ａ
μ（μ＝１，…，２ｎ），ｘ２ｎ＋１＝ｔ （１）

那么，所有变量ｘα（α＝１，…，２ｎ＋１）可作为某参数

τ的已知函数，令ｘα＝ｘα（τ）是Ｃ
２类曲线，使得

ｄｘα
ｄτ
＝ｘ′α （２）

不同时为零，有

ｘα＝
ｄｘα
ｄτ
＝
ｘ′α
ｘ′２ｎ＋１

（３）

假设系统在位形空间中的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数为Ｂ＝Ｂ（ｔ，
ａｖ），Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组为 Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ

ｖ）（μ＝１，…，
２ｎ），则事件空间中的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组为

Ｂμ（ｘα）＝Ｒμ（ｘ１，ｘ２，…，ｘ２ｎ＋１）（μ＝１，…，２ｎ），

Ｂ２ｎ＋１（ｘα）＝－Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘ２ｎ＋１） （４）
事件空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的参数方程可表为

Ｂβ
ｘα
－
Ｂα
ｘ( )
β
ｘ′β＝０　（α＝１，…，２ｎ＋１） （５）

容易证明［１３］，参数方程（５）不全独立，其最后一个
方程可由其前面２ｎ个方程导出．不失一般性，假设
从方程（５）的前２ｎ个方程可以解出

ｘ′μ＝－Ω
μν Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
ｘ′２ｎ＋１

（μ，ν＝１，…，２ｎ） （６）
其中

Ωμν＝
Ｂν
ｘμ
－
Ｂμ
ｘν
　（μ，ν＝１，…，２ｎ），

ｄｅｔ（Ωμν）≠０，Ω
μνΩντ＝δμτ （７）

２　积分Ｂｉｒｋｈｏｆｆ参数方程的场方法

根据场方法的基本思想［３］，令 ｘα中的任意一

个，例如ｘ１，作为变量ｘｋ（ｋ＝２，…，２ｎ）和ｘ２ｎ＋１的函
数，即令

ｘ１＝ｕ（ｘｋ，ｘ２ｎ＋１） （８）
将式（８）两端对参数τ求导数，并利用方程（６），得
到
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ｕ
ｘ２ｎ＋１

－ｕ
ｘｋ
Ωｋν
Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
＋

　Ω１ν
Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
＝０ （９）

我们称拟线性偏微分方程（９）为基本偏微分方程．
假设方程（９）的完全解表为形式

ｘ１＝ｕ（ｘｋ，ｘ２ｎ＋１，Ｃσ）（ｋ＝２，…，２ｎ；σ＝１，…，２ｎ）（１０）

则将式（１０）代入方程（９）使方程成为恒等式．令运
动的初始条件为

ｘα｜τ＝０＝ｘα０　（α＝１，…，２ｎ＋１） （１１）

将式（１１）代入式（１０），可将一个常数，例如 Ｃ１，用

ｘα０和其余常数Ｃｊ表出，这样，式（１０）可写成

ｘ１＝ｕ（ｘｋ，ｘ２ｎ＋１，ｘα０，Ｃｊ）　（ｋ，ｊ＝２，…，２ｎ）

（１２）

利用文献［３］给出的方法，容易证明，初值问题（６）
和（１１）的解可由式（１２）和（２ｎ＋１）个代数方程

ｕ
Ｃｊ
＝０　（ｊ＝２，…，２ｎ） （１３）

来确定．实际上，假设函数行列式

ｄｅｔ ２ｕ
Ｃｊｘ( )

ｋ
（１４）

在Ｃｊ，ｘｋ的相关域上处处不为零．将（１３）式对参数

τ求导数，有

２ｕ
Ｃｊｘｋ

ｘ′ｋ＋
２ｕ

Ｃｊｘ２ｎ＋１
ｘ′２ｎ＋１＝０ （１５）

再将基本偏微分方程（９）对Ｃｊ求偏导数，得

２ｕ
ｘ２ｎ＋１Ｃｊ

－ 
２ｕ

ｘｋＣｊ
Ωｋν
Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
－

　ｕ
ｘｋ

ｕΩ

ｋν Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )[ ]

１

ｕ
Ｃｊ
＋

　
ｕ Ω

１ν Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )[ ]

１

ｕ
Ｃｊ
＝０ （１６）

比较式（１５）和式（１６），并利用式（１３），得

ｘ′ｋ＝－Ω
ｋν Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
ｘ′２ｎ＋１

（ｋ＝２，…，２ｎ；ｖ＝１，…，２ｎ） （１７）
式（１７）就是方程（６）的后面（２ｎ－１）个方程．将式
（１２）对求τ导数，有

ｘ′１＝
ｕ
ｘｋ
ｘ′ｋ＋

ｕ
ｘ２ｎ＋１

ｘ′２ｎ＋１ （１８）

上式中可由方程（９）消去 ｕ
ｘ２ｎ＋１

，并利用方程（１７），

有

ｘ′１＝
ｕ
ｘｋ
ｘ′ｋ＋

ｕ
ｘｋ
Ωｋν
Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
ｘ′２ｎ＋１－

　Ω１ν
Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
ｘ′２ｎ＋１＝

　－Ω１ν
Ｂ２ｎ＋１
ｘν

－
Ｂν
ｘ２ｎ＋( )

１
ｘ′２ｎ＋１ （１９）

式（１９）是方程（６）的第一个方程．
以上我们将场方法推广到积分事件空间中

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的参数方程．场方法的主要困难在于
求基本偏微分方程（９）的完全解．只要能够求出基
本偏微分方程（９）的完全解，不用任何进一步积
分，便可由式（１２）和代数方程（１３）求得事件空间
中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的解．

３　算例

设事件空间中四阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函
数组为

Ｂ１＝ｘ３，Ｂ２＝ｘ４，Ｂ３＝Ｂ４＝０，Ｂ５＝－ｘ２－
１
２（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）

（２０）
试用场方法求系统的解．

事件空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的参数方程（５）给出
－ｘ′３＝０，－ｘ′４－ｘ′５＝０，ｘ′１－ｘ３ｘ′５＝０，
ｘ′２－ｘ４ｘ′５＝０，ｘ′２＋ｘ３ｘ′３＋ｘ４ｘ′４＝０ （２１）

由方程（２１）的前４个方程，可解出
ｘ′１＝ｘ３ｘ′５，ｘ′２＝ｘ４ｘ′５，ｘ′３＝０，ｘ′４＝－ｘ′５ （２２）

令

ｘ１＝ｕ（ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５） （２３）
基本偏微分方程（９）给出为

ｕ
ｘ５
＋ｕ
ｘ２
ｘ４－

ｕ
ｘ４
－ｘ３＝０ （２４）

令方程（２４）的完全解有形式
ｕ＝ｆ１（ｘ５）＋ｆ２（ｘ５）ｘ２＋ｆ３（ｘ５）ｘ３＋ｆ４（ｘ５）ｘ４

（２５）
将式（２５）代入方程（２４），并令自由项以及含 ｘ２，
ｘ３，ｘ４的项分别为零，得到为确定ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４的微分
方程

ｄｆ１
ｄｘ５
－ｆ４＝０，

ｄｆ２
ｄｘ５
＝０，
ｄｆ３
ｄｘ５
－１＝０，

ｄｆ４
ｄｘ５
＋ｆ２＝０

（２６）
积分之，可得

ｆ１＝Ｃ１－
１
２Ｃ２ｘ

２
５＋Ｃ４ｘ５，ｆ２＝Ｃ２，

７３
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ｆ３＝Ｃ３＋ｘ５，ｆ４＝Ｃ４－Ｃ２ｘ５ （２７）

其中Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４为常数．将式（２７）代入式（２５），
得

ｕ＝Ｃ１－
１
２Ｃ２ｘ

２
５＋Ｃ４ｘ５＋Ｃ２ｘ２＋

　（Ｃ３＋ｘ５）ｘ３＋（Ｃ４－Ｃ２ｘ５）ｘ４ （２８）
设初始条件为

ｘα｜τ＝０＝ｘα０　（α＝１，…，５） （２９）
将初始条件（２９）代入式（２８），解出

Ｃ１＝ｘ１０＋
１
２Ｃ２ｘ

２
５０－Ｃ４ｘ５０－Ｃ２ｘ２０－（Ｃ３＋

　ｘ５０）ｘ３０－（Ｃ４－Ｃ２ｘ５０）ｘ４０ （３０）
将式（３０）代入式（２８），有

ｕ＝ｘ１０＋
１
２Ｃ２ｘ

２
５０－Ｃ４ｘ５０－Ｃ２ｘ２０－（Ｃ３＋

　ｘ５０）ｘ３０－（Ｃ４－Ｃ２ｘ５０）ｘ４０－
１
２Ｃ２ｘ

２
５＋Ｃ４ｘ５＋

　Ｃ２ｘ２＋（Ｃ３＋ｘ５）ｘ３＋（Ｃ４－Ｃ２ｘ５）ｘ４ （３１）
方程（１３）给出

ｕ
Ｃ２
＝０，ｕ
Ｃ３
＝０，ｕ
Ｃ４
＝０ （３２）

即

１
２ｘ

２
５０－ｘ２０＋ｘ５０ｘ４０－

１
２ｘ

２
５＋ｘ２－ｘ４ｘ５＝０，

－ｘ３０＋ｘ３＝０，

－ｘ５０－ｘ４０＋ｘ５＋ｘ４＝０ （３３）
由此解得

ｘ２＝ｘ２０＋ｘ４０（ｘ５－ｘ５０）－
１
２（ｘ５－ｘ５０）

２，

ｘ３＝ｘ３０，ｘ４＝ｘ４０＋ｘ５０－ｘ５ （３４）
将式（３４）代入式（３１），得

ｕ＝ｘ１＝ｘ１０＋ｘ３０（ｘ５－ｘ５０） （３５）
式（３４）和（３５）即为所论事件空间中 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
的参数方程的解．

４　结 论

本文给出了积分事件空间中 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ参数方
程的一种新的积分方法，即场方法。本文方法的优

越性在于：其一，基本偏微分方程（９）是拟线性的；
其二，方法具有灵活性，对于具体问题可选取事件

空间中Ｂｉｒｋｈｏｆｆ变量中的任意一个变量作为余下
２ｎ个变量的函数。本文方法的主要困难在于求基
本偏微分方程（９）的完全解。只要求出完全解，就

可以不用进一步积分而求得系统的运动。
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