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刚杆非定点碰撞的几何学及动力学模拟
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摘要　两刚性杆件在运动过程中其接触碰撞点的位置是不确定的．本文给出了此模型接触碰撞时的两种接

触碰撞模式，分析了寻找接触碰撞点位置的方法，由此得出判断接触碰撞模式的方法，并通过ＭＡＴＬＡＢ对此

模型进行了几何学及动力学模拟．

关键词　接触碰撞模式，　接触点，　非定点接触碰撞

引 言

关于接触与碰撞问题的研究由来已久，但因其

复杂性，至今仍是国际上该领域研究的热点和难

点．
研究多体系统碰撞和接触的运动学及动力学

问题，首先要回答的是系统在何时及以何种方式发

生接触．对于一般平面运动体接触运动学关系在文
献［１］中已有所介绍．当接触物体是特殊的几何体
时，其运动过程中潜在接触点对及其之间的最小距

离可以根据几何体的特性来求解，从而简化问题的

计算过程．
本文研究了接触物体为刚性杆件的情况，对于

其运动过程中接触碰撞点的位置的求法在文献

［３］［４］有所讨论，文献［３］中只考虑了短杆与长杆
在运动过程中发生接触碰撞时其接触碰撞点位置

的求法，而对于长杆也可能与短杆发生接触碰撞的

情况没有考虑；文献［４］中的方法给出了求碰撞点
位置的自动搜索法，算法中步骤相对来说比较繁

琐．在上述这些研究的基础上进一步探讨了寻找其
接触碰撞点位置的方法，并根据平面多体系统几何

学与运动学相关原理［５，６］给出此模型接触碰撞时

可能出现的接触模式，及判断其接触模式的方法．

１　两刚性杆件组成的多体系统的相对运动
学描述

在这里仍采用文献［４］中的模型，如图 １所
示．设２个质量分别为 ｍ１和 ｍ２，长分别为 ｌ１和 ｌ２

的均值刚性杆 Ｏ１Ａ和 Ｏ２Ｂ与固定面用铰链连接．
Ｏ１与Ｏ２之间的距离为 ｄ．Ｏ１Ａ杆和 Ｏ２Ｂ杆与铅垂
线夹角分别为φ和θ．

图１　刚性杆件多体系统碰撞位置示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｌｌｉｓｉｏｎｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉ－ｂｏｄｙ

ｓｙｓｔｅｍｃｏｎｓｉｓｔｅｄｏｆｔｗｏｒｉｇｉｄｒｏｄｓ

图１中的（Ａ）为 Ｏ１Ａ杆 Ａ端与 Ｏ２Ｂ杆上的某
一点接触碰撞；（Ｂ）为Ｏ２Ｂ杆Ｂ端与Ｏ１Ａ杆上的某
一点接触碰撞．

图２　两刚性杆的接触碰撞模式

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｉｍｐａｃｔｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｔｗｏｒｉｇｉｄｒｏｄｓ

由文献［２］知对于平面物体，在运动过程中物
体的潜在接触点对有三种情况：在折点—折点处达

到距离极小；折点—光滑弧内点处距离达到极小；

光滑弧内点—光滑弧内点距离达到极小．对于两刚
性杆件组成的多体系统而言，其潜在接触点只有前
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两种情况，由此可知此模型在运动过程中当两刚性

杆件接触碰撞时其接触碰撞模式也只有两种类型：

一是尖点—尖点接触碰撞；一是尖点—平面接触碰

撞．如图２所示．
下面给出判断两刚性杆件在运动过程中是否

会发生接触碰撞及判断接触碰撞点位置的一种新

方法，根据此法还可以判断出接触碰撞模式．其方
法如下：

　若（１）ｌＡ′＝ ｄ
２＋ｌ２１－２ｄｌ１ｓｉｎ槡 φ≤ｌ２；

（２）ｄＡＡ′＝０；

（３）ｖｎＡ、ｖ
ｎ
Ａ′反向，或者同向时其中一个速度大于

另一速（即当两杆都顺时针转动时，ｖｎＡ＜ｖ
ｎ
Ａ′；当两杆

都逆时针转动时，ｖｎＡ＞ｖ
ｎ
Ａ′）．

当以上三个条件同时满足时，刚性杆件Ｏ１Ａ的
Ａ端与Ｏ２Ｂ上距Ｏ２为 ｌＡ′的点发生接触碰撞．其中

ｖｎＡ、ｖ
ｎ
Ａ′为两接触碰撞点的速度在接触面公法线上的

投影，ｄＡＡ′为两潜在接触点对Ａ，Ａ′之间的距离．

否则（１）ｌＢ′＝ ｄ
２＋ｌ２２－２ｄｌ２ｓｉｎ槡 θ≤ｌ１；

（２）ｄＢＢ′＝０；

（３）ｖｎＢ、ｖ
ｎ
Ｂ′反向，或者同向时其中一个速度大于

另一速度（即当两杆都顺时针转动时，ｖｎＢ＜ｖ
ｎ
Ｂ′；当两

杆都逆时针转动时，ｖｎＢ＞ｖ
ｎ
Ｂ′）．

当以上三个条件同时满足时，刚性杆件 Ｏ２Ｂ
的Ｂ端与Ｏ１Ａ上距Ｏ１为ｌＢ′的点发生接触碰撞．其

中ｖｎＢ、ｖ
ｎ
Ｂ′为两接触点速度在接触面公法线上的投

影．ｄＢＢ′为两潜在接触点对Ｂ，Ｂ′之间的距离．
由图１给出模型可以知道当模型中各个量满

足不同的条件时，其接触碰撞状态是不同的．有以
下三种情况：

（ａ）当ｌ１≥ｌ２＋ｄ时，只有图１（Ｂ）所示的接触
状态会发生；

（ｂ）当ｌ２≥ｌ１＋ｄ时，只有图１（Ａ）所示的接触
状态会发生；

（ｃ）当｜ｌ１－ｌ２｜＜ｄ时，两刚性杆件在运动过程
中，图１所示的两种接触状态都有可能发生．

因此，针对两刚性杆件的具体情况可以具体分

析．对于情况（ａ），只需要用算法中的后一部分就
可以判断出接触碰撞点的位置；对于情况（ｂ），只
需用算法中的前一部分就可以判断出接触碰撞点

的位置；只有当两刚性杆件长度与ｄ的关系满足情
况（ｃ）时，其接触碰撞点的求法才用上述的算法的

完整形式．无论是上述三种情况中哪一种情况，若
接触碰撞时有 ｌＡ′＝ｌ２或 ｌＢ′＝ｌ１则其接触碰撞模式
为尖点—尖点接触碰撞，其它的接触碰撞皆为尖点

—平面接触碰撞．

２　两刚性杆件碰撞过程的分析

在非碰撞阶段，该系统的动力学方程为

ＪＯ
ｄ２φ
ｄｔ２
＝∑ＭＯ（Ｆ）．

碰撞过程的分析需要建立碰撞前后系统状态

的关系，因此需要用到恢复系数，在这里采用牛顿

恢复系数ｋ：ｋ＝
ｖ′ｎｒ
ｖｎｒ
，其中，ｖｎｒ和 ｖ

′ｎ
ｒ分别为两个运动

物体在碰撞前瞬时和碰撞后瞬时接触点沿接触面

法向的相对速度．
下面就图１中（Ａ）的接触碰撞状态，利用牛顿

恢复系数法建立两刚性杆件碰撞前后角速度之间

的关系．对于图１中（Ｂ）的情况可以同理推得．
在图１（Ａ）中，刚性杆Ｏ１Ａ与 Ｏ２Ｂ上的 Ａ′点接

触碰撞，此时 Ｏ２Ｂ杆就相当于接触碰撞点的接触
面，而此时 Ａ′点的速度是沿着公法线的，而 Ａ点的
速度方向则不是，所以此碰撞是斜碰撞．

设碰撞前Ａ、Ａ′两点的速度分别为 ｖＡ、ｖＡ′，这两

速度在公法线上的投影分别为 ｖｎＡ、ｖ
ｎ
Ａ′，碰撞前两杆

件的摆角为别为φ０，θ０，角速度分别为φ０、θ
·

０．
则有：

ｖｎＡ＝ｖＡｃｏｓ（φ０－θ０）＝ｌ１φ０ｃｏｓ（φ０－θ０） （１）

ｖｎＡ′＝ｖＡ′＝ｌＡ′θ
·

０ （２）

ｋ＝
ｖｎＡ１－ｖ

ｎ
Ａ′１

ｖｎＡ′－ｖ
ｎ
Ａ

（３）

其中ｖｎＡ１，ｖ
ｎ
Ａ′１分别为碰撞后Ａ与 Ａ′两点沿接触面公

法线方向的速度．
对Ｏ１Ａ杆用冲量矩定理，可得：

ＪＯ１φ１－ＪＯ１φ０＝－Ｉｌ１ｃｏｓ（φ０－θ０） （４）
同理对Ｏ２Ｂ杆用冲量矩定理，可得：

ＪＯ２θ
·

１－ＪＯ２θ
·

０＝ＩｌＡ′ （５）

其中φ１，θ
·

１分别为碰撞后两刚性杆件的角速度，Ｉ

为碰撞时候的冲量．ＪＯ１＝
１
３ｍ１ｌ

２
１，ＪＯ２＝

１
３ｍ２ｌ

２
２．

进一步可得：

ｖｎＡ′１＝ｌＡ′θ
·

１，ｖ
ｎ
Ａ１＝ｌ１φ１ｃｏｓ（φ０－θ０） （６）

３３
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由（１）—（６）式可解得碰撞后瞬时两刚性杆件
各自的角速度．

同理图１（Ｂ）所示的接触碰撞过程也可以用上
面的知识进行碰撞过程的分析．

３　数值算例

为验证以上方法的正确性，给出以下算例．
对图１中的模型，设 ｌ１＝１ｍ，ｌ２＝１．６ｍ，ｍ１＝

ｍ３＝３ｋｇ，ｄ＝０．５ｍ，开始时，Ｏ１Ａ杆处在φ＝－
π
２的

位置无初速度下落，Ｏ２Ｂ杆处在θ＝０的位置静止，
初始时间为 ｔ＝０，取恢复系数 ｋ＝１，在运动过程
中，除两杆件各自的重力外，系统不受其它外力的

影响，且接触碰撞的过程是光滑的．经过 ＭＡＴＬＡＢ
的数值模拟，得到如下所示的结果：（在此例中，以

Ｏ１为原点，建立一个坐标系）．

图３　Ｏ１Ａ杆转角和角速度

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅａｎｄａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＯ１Ａ

图４　Ｏ２Ｂ杆转角和角速度

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅａｎｄａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＯ２Ｂ

图３中虚曲线是杆 Ｏ１Ａ角速度随时间的变化

曲线，其中角速度值发生跳跃的时间就是杆Ｏ１Ａ的

Ａ端与杆Ｏ２Ｂ上距Ｏ２为ｌＡ′的点发生接触碰撞的时

间．图３中实曲线杆 Ｏ１Ａ的转角随时间的变化曲

线．
图４中虚曲线是杆 Ｏ２Ｂ角速度随时间的变化

曲线，其中角速度值发生跳跃的时间就是杆Ｏ１Ａ的
Ａ端与杆Ｏ２Ｂ上距Ｏ２为ｌＡ′的点发生接触碰撞的时
间．图４中实曲线是杆Ｏ２Ｂ的转角随时间的变化曲
线．因为从运动到第一次接触碰撞之前０．５８２０ｓ的
时间内Ｏ２Ｂ杆是静止的，所以转角和角速度在这
段时间里都是个恒值为０（ｒａｄ）和０（ｒａｄ／ｓ），即图
中直线所示部分．

图５　潜在接触点对Ａ，Ａ′两点的纵坐标和ｌＡ′

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｏｒｄｉｎａｔｅｏｆｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔｓＡ，Ａ′ａｎｄｔｈｅｌＡ′

图５中实线为 ｙＡ随时间变化的曲线；点虚线
为ｌＡ′随时间变化的曲线；剩下的一条曲线为 ｙＡ′随
时间变化的曲线．由此图中数值结果分析可知：机
构对此算例而言，Ｏ２Ｂ杆上的潜在接触点Ａ′与Ｏ１Ａ

发生碰撞时，其ｌＡ′基本上是处于０．８ｍ到１ｍ之间，
其尖点—平面接触碰撞的情况几乎是以概率１发
生的，而另一种接触模式发生的概率几乎为零．

４　结论

本文分析了两刚性杆件组成的多体系统在运

动过程中的接触碰撞模式，给出了求解接触碰撞点

的新方法，根据此方法可以判断出此模型的接触碰

撞模式；并通过 Ｍａｔｌａｂ对运动过程进行了动力学
模拟．从该模拟的结果可看出，在运动过程中发生
了多次碰撞，同实际物理过程相符，从而间接证明

本文所提供的计算方法的有效性．进一步的工作将
针对更为复杂的接触情况来研究高效精确的通用

方法．
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