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双向弯曲与扭转耦合 ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ
薄壁梁稳定问题求解

黄君毅１　王勇２　罗旗帜３，４

（１．广州市鲁班建筑防水补强公司，广州　５１０６６５）（２．华南理工大学交通与土木学院，广州　５１０６４１）
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摘要　基于薄壁杆件理论，研究了Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁梁双向弯曲与扭转耦合的稳定问题．运用能量变分

原理，推导了薄壁梁双向弯曲与扭转耦合的振动微分方程，引入轴向荷载的影响，建立了求解稳定的特征方

程，运用降阶法和变轴向荷载的扫描法求得了薄壁梁稳定临界力的解析解．通过算例验证，证明了本文计算

的稳定临界力收敛的可行性，并与有限元法结果吻合较好，验证了本文方法的正确性．

关键词　Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁梁，　弯扭耦合，　临界荷载，　解析解

引 言

薄壁梁具有明显的空间结构特征，对于截面非

对称结构或在非对称荷载作用下，存在着弯扭耦合

作用，其受力分析比较复杂，使得薄壁梁的极限承

载力大多由稳定条件控制［１，２］．文献［３］研究了质
点对轴向受力的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁结构任意位置
的横向撞击问题，文献［４］研究作旋转运动的柔性
梁的线接触正碰撞问题，但均没有考虑梁的稳定问

题．文献［５～７］利用能量原理，研究了在偏心轴力
和横向均布荷载作用下的单轴对称截面薄壁结构

的稳定问题，文献［８］利用能量法和假想荷载法，
研究了薄壁结构弯扭失稳问题．但上述研究大部分
局限于薄壁结构的单向弯曲与扭转的稳定分析，对

于结构的双向弯曲与扭转耦合的稳定研究尚不多

见．本文运用能量变分原理，利用推导出 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ
－Ｅｕｌｅｒ薄壁梁双向弯曲与扭转耦合的振动微分方
程［９］，加入轴向荷载的影响，运用动力法求解了薄

壁结构的稳定的临界荷载．

１　稳定微分方程的建立

１．１　基本假定及自由振动微分方程
薄壁杆件的弯曲和扭转理论，建立在Ｖｌａｓｏｖ两

个基本假设之上．
（１）杆件受力变形的过程中，其横截面的周边

形状投影始终保持不变．

（２）杆件除受有圣维南扭转剪切变形外，其它
剪切变形为零．

（３）杆件截面任意一点的弯曲剪切变形相等．

图１　薄壁杆件位移模式

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄｅｏｆｔｈｉｎｗａｌｌｂｅａｍ

得到薄壁杆件自由振动微分方程组［８］为
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１．２　边界条件

各种边界条件［８］如下：

（ａ）自由边界：

２ｖ／ｘ２＝３ｖ／ｘ３＝０，

２ｗ／ｘ２＝３ｗ／ｘ３＝０

２θ／ｘ２＝－ＥＩｓｗ
３θ／ｘ３＋ＧＩｋθ／ｘ＝０ （２）

（ｂ）固定边界：
ｖ＝ｖ／ｘ＝０，ｗ＝ｗ／ｘ＝０，θ＝θ／ｘ＝０（３）
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（ｃ）简支边界：
ｖ＝２ｖ／ｘ２＝０，
ｗ＝２ｗ／ｘ２＝０，

θ＝２θ／ｘ２＝０ （４）
１．３　稳定条件引入

由轴向荷载Ｐ所产生的弯矩分别是
Ｍｘ＝Ｐｉ

２
０θ′－Ｐｗ′ｙｓ＋Ｐｖ′ｚｓ （５）

Ｍη＝Ｍｚ＝Ｐ（ｖｓ＋ｚｓθ） （６）
Ｍξ＝Ｍｙ＝Ｐ（ｗｓ－ｙｓθ） （７）

其中：ｉ０为极回转半径．
将式（５）和式（６）均微分两次和式（７）微分一

次后代入式（１），就得到了加入轴向荷载的 Ｂｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁杆件双向弯曲与扭转耦合的稳
定微分方程：
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２　稳定微分方程的求解

２．１　特征方程的建立
假设Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁杆件各个方向的自

由振动均随时间按正弦变化的，其圆频率为 ω，分
离变量并引入过渡变量，则双向弯扭耦合的方程组

化为：
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其中：^ｖ，^ｗ，θ＾为三个方向的振型函数；

λａ＝Ｌ
２Ａ／Ｉｙｙ，

λｂ＝Ｅ／Ｌ
２ρω２，

λｃ＝Ｌ
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把方程组（９）消除 ｗ^，θ＾两个变量，可得只有 ｖ^

的方程，并把 ｖ^改写为关于 τ的多项式方程 ｆ（τ），
有：
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图２　Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁杆件动力稳定特征函数形状

Ｆｉｇ．２　Ｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅＢｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒｂｅａｍ

ｆ（τ）的函数曲线如图２所示，方程虽然增加了轴向

８２
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力的影响，但并没有改变方程的物理性质，所以我

们可得到方程 ｆ（τ）的６个实根 τ１，τ２，τ３，－τ４，－

τ５，－τ６．由此，特征方程的１２个根为ｓ１，－ｓ１，ｓ２，－
ｓ２，ｓ３，－ｓ３，ｉｓ４，－ｉｓ４，ｉｓ５，－ｉｓ５，ｉｓ６，－ｉｓ６．

由特征方程求出的１２个根可以得出 ｖ^，^ｗ和 θ＾

的振型：

ｖ^＝Ａｃｏｓｈ（ｓ１ｘ／Ｌ）＋Ａ２ｓｉｎｈ（ｓ１ｘ／Ｌ）＋
　Ａ３ｃｏｓｈ（ｓ２ｘ／Ｌ）＋Ａ４ｓｉｎｈ（ｓ２ｘ／Ｌ）＋
　Ａ５ｃｏｓｈ（ｓ３ｘ／Ｌ）＋Ａ６ｓｉｎｈ（ｓ３ｘ／Ｌ）＋
　Ａ７ｃｏｓ（ｓ４ｘ／Ｌ）＋Ａ８ｓｉｎ（ｓ４ｘ／Ｌ）＋
　Ａ９ｃｏｓ（ｓ５ｘ／Ｌ）＋Ａ１０ｓｉｎ（ｓ５ｘ／Ｌ）＋
　Ａ１１ｃｏｓ（ｓ６ｘ／Ｌ）＋Ａ１２ｓｉｎ（ｓ６ｘ／Ｌ） （１２）
ｗ^＝Ｂｃｏｓｈ（ｓ１ｘ／Ｌ）＋Ｂ２ｓｉｎｈ（ｓ１ｘ／Ｌ）＋
　Ｂ３ｃｏｓｈ（ｓ２ｘ／Ｌ）＋Ｂ４ｓｉｎｈ（ｓ２ｘ／Ｌ）＋
　Ｂ５ｃｏｓｈ（ｓ３ｘ／Ｌ）＋Ｂ６ｓｉｎｈ（ｓ３ｘ／Ｌ）＋
　Ｂ７ｃｏｓ（ｓ４ｘ／Ｌ）＋Ｂ８ｓｉｎ（ｓ４ｘ／Ｌ）＋
　Ｂ９ｃｏｓ（ｓ５ｘ／Ｌ）＋Ｂ１０ｓｉｎ（ｓ５ｘ／Ｌ）＋
　Ｂ１１ｃｏｓ（ｓ６ｘ／Ｌ）＋Ｂ１２ｓｉｎ（ｓ６ｘ／Ｌ） （１３）

θ＾＝Ｃｃｏｓｈ（ｓ１ｘ／Ｌ）＋Ｃ２ｓｉｎｈ（ｓ１ｘ／Ｌ）＋
　Ｃ３ｃｏｓｈ（ｓ２ｘ／Ｌ）＋Ｃ４ｓｉｎｈ（ｓ２ｘ／Ｌ）＋
　Ｃ５ｃｏｓｈ（ｓ３ｘ／Ｌ）＋Ｃ６ｓｉｎｈ（ｓ３ｘ／Ｌ）＋
　Ｃ７ｃｏｓ（ｓ４ｘ／Ｌ）＋Ｃ８ｓｉｎ（ｓ４ｘ／Ｌ）＋
　Ｃ９ｃｏｓ（ｓ５ｘ／Ｌ）＋Ｃ１０ｓｉｎ（ｓ５ｘ／Ｌ）＋
　Ｃ１１ｃｏｓ（ｓ６ｘ／Ｌ）＋Ｃ１２ｓｉｎ（ｓ６ｘ／Ｌ） （１４）

其中，系数Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，１２）并非相互独立
的，根据方程组（９），我们可建立如下的关系式：

Ａｌ＝Ｃｌｚｓ（λｃ＋λｄｓ
２
１－１）／（λａｓ

４
１＋λｂｓ

２
１＋λｃ－１），

Ｂｌ＝－Ｃｌｙｓ（λｇ＋λｈｓ
２
１－１）／（λｅｓ

４
１＋λｆｓ

２
１＋λｇ－１）；

（ｌ＝１，２）
Ａｍ＝Ｃｍｚｓ（λｃ＋λｄｓ

２
２－１）／（λａｓ

４
２＋λｂｓ

２
２＋λｃ－１），

Ｂｍ＝－Ｃｍｙｓ（λｇ＋λｈｓ
２
２－１）／（λｅｓ

４
２＋λｆｓ

２
２＋λｇ－１）；
（ｍ＝３，４）

Ａｎ＝Ｃｎｚｓ（λｃ＋λｄｓ
２
３－１）／（λａｓ

４
３＋λｂｓ

２
３＋λｃ－１），

Ｂｎ＝－Ｃｎｙｓ（λｇ＋λｈｓ
２
３－１）／（λｅｓ

４
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２
３＋λｇ－１）；
（ｎ＝５，６）

Ａｐ＝Ｃｐｚｓ（λｃ＋λｄｓ
２
４－１）／（λａｓ

４
４＋λｂｓ

２
４＋λｃ－１），

Ｂｐ＝－Ｃｐｙｓ（λｇ＋λｈｓ
２
４－１）／（λｅｓ

４
４＋λｆｓ

２
４＋λｇ－１）；

（ｐ＝７，８）
Ａｑ＝Ｃｑｚｓ（λｃ＋λｄｓ

２
５－１）／（λａｓ

４
５＋λｂｓ

２
５＋λｃ－１），

Ｂｑ＝－Ｃｑｙｓ（λｇ＋λｈｓ
２
５－１）／（λｅｓ

４
５＋λｆｓ

２
５＋λｇ－１）；
（ｍ＝９，１０）

Ａｒ＝Ｃｒｚｓ（λｃ＋λｄｓ
２
６－１）／（λａｓ

４
６＋λｂｓ

２
６＋λｃ－１），

Ｂｒ＝－Ｃｒｙｓ（λｇ＋λｈｓ
２
６－１）／（λｅｓ

４
６＋λｆｓ

２
６＋λｇ－１）；
（ｍ＝１１，１２）

引入边界条件，每个方向有４个边界条件，总
共１２个边界条件，就得到方程：

［Ｄ］１２×１２｛Ｃ｝１２×１＝０ （１５）
［Ｄ］１２×１２由两端边界条件组合而成．要使

｛Ｃ｝１２×１不全为０，只能令［Ｄ］１２×１２的行列式为０，从
０开始扫描轴向荷载Ｐ，当轴向荷载 Ｐ增大到适当
大小时，［Ｄ］１２×１２的行列式就为０，这个Ｐ值就是我
们所要求解的失稳临界荷载．

３　算例验证

为了验证本文方法的正确性，现选取一组不同

跨高比、截面相同但无任何对称、两端固定的薄壁

梁的本文计算方法与有限元软件 Ａｎｓｙｓ的计算结
果进行比较．

梁的各个尺寸和支撑条件如图３所示，图中尺
寸单位为 ｍｍ．材料特性 Ｅ＝２．１０×１０１０Ｎ／ｍｍ２，Ｇ
＝８．１０×１０９Ｎ／ｍｍ２，ρ＝０．００７８ｇ／ｍｍ３，截面特性 Ａ
＝２７７２ｍｍ２，Ｉｋ＝４５７９０ｍｍ

４，Ｉｙｙ＝１８３６３１０ｍｍ
４，Ｉｚｚ＝

２３７９００００ｍｍ４，Ｉｓｗ ＝１．１７２×１０
１０ｍｍ６，ｙｓ＝－３５．

７ｍｍ，ｚｓ＝５３．６９ｍｍ．

图３　梁支承及截面图（尺寸单位：ｍｍ）

Ｆｉｇ．３　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄｃｒｏｓｓ－ｓｅｃｔｉｏｎａｌｓｈａｐｅｏｆｂｅａｍ

３．１　临界荷载收敛性探讨
在推导求解屈曲临界荷载的过程中，对薄壁杆

件定义一个接近于０的自振频率，使得求解特征方
程的过程有意义，现在需要讨论的自振频率接近０
的程度对屈曲临界荷载收敛有多大的影响．从表１
可看出当自振频率缩小到小数后两位时，稳定屈曲

荷载已不再变化，即使自振频率取到整数位，相对

误差也不超过１％，证明了整个计算过程具有良好
的收敛性．
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表１　稳定屈曲荷载随自振频率的收敛关系

Ｔａｂｌｅ１　ＲｅｌａｔｉｏｎｏｆＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆ

ｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｎａｔｕｒａｌ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

１ ０．１ ０．０１ ０．００１ ０．０００１ ０．００００１

Ｂｕｃｋｌｉｎｇ
ｌｏａｄｓ

ｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙ
１３３９９７ １３４１５９ １３４１６１ １３４１６１ １３４１６１ １３４１６１

Ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ

０．１２２２％０．００１５％０．００００％０．００００％０．００００％０．００００％

３．２　临界荷载收敛性探讨
取自振频率为０．０１，按照此截面计算跨高比

由５、１０、２０、４０、６０的稳定屈曲荷载临界值，并与
ｂｅａｍ１８８和ｂｅａｍ１８９的有限元计算值相互比较．表
２反映了不同高跨比之间的计算结果，而理论计算
的结果更接近于一次单元 ｂｅａｍ１８８的有限元计算
结果，这是由于本文的动力稳定理论还仅限于运用

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁杆件计算所造成的，其最大相
对误差不超过１０％，可供实际的工程计算参考．

表２　稳定屈曲荷载计算对比

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｈｅｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄ

Ｒａｔｉｏｏｆｓｐａｎ
ｔｏｈｅｉｇｈｔ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｖａｌｕｅ

Ｂｅａｍ１８８ Ｂｅａｍ１８９
Ｍａｘｉｍｕｍ
ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

５ ４２１２６９１ ３９５４１００ ３９０２２００ ７．３７％
１０ １１８８６０１ １１６５０００ １１５０９００ ３．１７％
２０ ４００００１ ３８６９６０ ３８３３３０ ４．１７％
４０ １３４１６１ １２４２６０ １２３０７０ ８．２７％
６０ ６４０５１ ５８０８３ ５７９３５ ９．５５％

４　小结

（１）本文通过能量泛函变分原理建立了 Ｂｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁梁双向弯曲与扭转耦合的振动
微分方程，加入了轴向荷载的影响，以动力法求解

薄壁结构的稳定问题，运用降阶法和变轴向荷载的

扫描法求得薄壁梁稳定临界力的解析解．
（２）通过算例验证，证明了稳定临界力收敛的

可行性，经与有限元法结果比较吻合较好，验证了

本文方法的正确性，可供研究设计参考．
（３）文本研究是基于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ薄壁梁

理论求解结构的临界荷载．对于跨高比较小的情
况，考虑剪切变形的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ薄壁梁对临界荷
载的影响，还有待进一步研究．
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