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矩形中厚板自由振动问题的辛本征展开定理

程婷　侯国林　陈晓敏　王欣杰
（内蒙古大学 数学科学学院，呼和浩特　０１００２１）

摘要　研究了矩形中厚板自由振动问题导出的一个Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子的本征值问题．在广义位移与内力构成的

混合边界条件下，首先求解了相应算子的本征函数．接着，证明了本征函数系的完备性，这为使用分离变量

法求解相应问题提供了可行性．最后，根据文中证明的展开定理获得了问题的一般解，并给出了具体的数值

算例．

关键词　矩形中厚板，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，　辛正交性，　本征展开，　一般解

引 言

对于分离变量后可导向 Ｓｔｒｕｍ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ问题
的偏微分方程，分离变量法是一种十分有效的求解

方法，这依赖于自伴算子本征函数系的完备性．然
而，对于某些非自伴问题，传统的分离变量法就显

得无能为力．钟万勰教授［１］利用结构力学与最优控

制相模拟的理论，与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子相结合，建立了
弹性力学求解新体系，理性求解了许多力学问

题［２－１４］．新体系方法拓广了传统分离变量法的适
用范围，导向了Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子的本征值问题．Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ算子是一类非自伴算子，在求解新体系中，辛
本征函数系的完备性是首要解决的问题［１５－１７］．

文献［１８］建立了矩形中厚板自由振动问题的
辛本征展开解法，但该文并没有考虑这一方法的可

行性问题，即相应Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子本征函数系的完备
性问题．利用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件的帮助，结合Ｆｏｕｒｉｅｒ
分析方法，本文从矩形中厚板的自由振动问题中导

出了一个完备的辛本征函数系，建立了相应的辛本

征展开定理．基于展开定理，得到了问题的一般解，
并给出了具体的数值算例．

１　预备知识

为叙述简洁，用Ｚ表示非零整数集合．
定义　设Ｈ：Ｄ（Ｈ）Ｘ×Ｘ→Ｘ×Ｘ是稠定闭

线性算子，如果

Ｈ＝
Ａ Ｂ

Ｃ －Ａ( )
其中 Ａ是 Ｘ中的稠定闭线性算子，Ｂ和 Ｃ为自伴
（对称）算子，则称Ｈ为无穷维Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子．

２　完备的辛本征展开

矩形中厚板的三个广义位移可用两个函数表

示如下：

Ｗ＝Ｆ－ＤＣ
２Ｆ；ｘ＝

Ｆ
ｘ
＋Ψ
ｙ
；ｙ＝

Ｆ
ｙ
－Ψ
ｘ
（１）

而矩形中厚板自由振动问题的基本方程为：

Ｄ２２Ｆ－ρω２（Ｆ－ＤＣ
２Ｆ）＝０ （２）

２Ψ－ ２Ｃ
Ｄ（１－ｖ）Ψ

＝０ （３）

其中 ２ ＝ 
２

ｘ２
，Ｃ＝５６Ｇｈ为剪切刚度，Ｄ＝

Ｅｈ３

１２（１－ｖ２）
为抗弯刚度，Ｇ＝ Ｅ

１２（１＋ｖ）为材料的剪

切模量．Ｅ，ｖ，ｈ，ρ，ω分别为材料的弹性模量、泊松
比、板的厚度、板密度和板的固有频率．

板的内力可表示为：

Ｍｘ＝－Ｄ［
２Ｆ
ｘ２
＋ｖ

２Ｆ
ｙ２
＋（１＋ｖ）

２Ψ
ｘｙ
］ （４）

Ｍｙ＝－Ｄ［
２Ｆ
ｙ２
＋ｖ

２Ｆ
ｘ２
－（１＋ｖ）

２Ψ
ｘｙ
］ （５）

Ｍｘｙ＝－Ｄ（１＋ｖ）［
２Ψ
ｘｙ

－１２（
２Ψ
ｙ２
－

２Ψ
ｘ２
）］（６）
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Ｑｘ＝－Ｄ［

ｘ

２Ｆ＋ＤＣ
２Ψ
ｙ
］，

Ｑｙ＝－Ｄ［

ｙ

２Ｆ＋ＤＣ
２Ψ
ｘ
］ （７）

在矩形区域Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜－ａ２≤ｘ≤
ａ
２，０≤ｙ≤ｂ｝

内，考虑由广义位移与内力构成的混合边界条件：

ｘ＝±ａ２时，Ｗ＝０，　
２Ψ
ｘ
＝０，　

２Ｆ
ｘ２
＝０ （８）

引入原变量Ｍ，Ｆ，Ψ的对偶变量［１８］：

θ＝Ψｙ
，α＝Ｆｙ

，β＝Ｄρω
２Ｆ
ｘ２

则方程（１）至（７）可化为如下Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统：

Ｚ
ｙ
＝ＨＺ （９）

其中

Ｈ＝

０ ０ ０ ρω２
Ｄ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １

Ｄ
２

ρω２ｘ２
ＤＣ １ ０ ０ ０ ０

１ 
２

ｘ２
０ ０ ０ ０

０ ０ ２Ｃ
Ｄ（１－ｖ）

２

ｘ２





























０ ０ ０

（１０）
为Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子，Ｚ＝（Ｍ，Ｆ，Ψ，β，α，θ）Ｔ为状态向量．

引入如下Ｈｉｌｂｅｒｔ空间：

Ｘ＝｛ｇ∈Ｌ２（－ａ２，
ａ
２）：（ｇ，ｆ

０）＝０，ｆ０是 Ｌ２（－

ａ
２，
ａ
２）中的非零常函数｝，即 Ｘ由函数空间 Ｌ

２（－

ａ
２，
ａ
２）中与非零常函数 ｆ

０都正交的函数构成的

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．
根据边界条件（８），Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子（１０）的定义

域为：

Ｄ（Ｈ）＝｛［Ｍ（ｘ），Ｆ（ｘ），Ψ（ｘ），β（ｘ），α（ｘ），θ
（ｘ）］Ｔ∈Ｗ｜Ｍ′，Ｆ′，Ψ′绝对连续，且Ｍ＂，Ｆ＂，Ψ＂∈Ｘ，

ｘ＝±ａ２：Ｆ－
Ｄ
Ｃ

２Ｆ＝０，ｄΨｄｘ＝０，
ｄ２Ｆ
ｄｘ２
＝０｝，其中 Ｗ

取作Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｘ×Ｘ×Ｘ×Ｘ×Ｘ×Ｘ．
借助于 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件的帮助，可得算子

（１０）的所有本征值为：

μ（１）±ｍ＝±
２ｍ２π２ＣＤ－ａ２Ｄρω２－ａ２ω ４ρＤＣ２＋Ｄ２ρ２ω槡

２

２ａ２槡 ＣＤ
（１１）

或

μ（２）±ｍ＝±
２ｍ２π２ＣＤ－ａ２Ｄρω２＋ａ２ω ４ρＤＣ２＋Ｄ２ρ２ω槡

２

２ａ２槡 ＣＤ
（１２）

或

μ（３）±ｍ＝±
Ｄ（１－ｖ）ｍ２π２＋２ａ２Ｃ

ａ２Ｄ（１－ｖ槡 ）
（１３）

μ（３）±ｍ（ｍ∈Ｚ）对应的本征函数为：

Ｘ（１）±（２ｍ－１）＝［Ｑ１１ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，Ｔ１１ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，

０，Ｔ１２ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，Ｑ１２ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，０］
Ｔ，

Ｘ（２）±２ｍ＝［Ｑ１１ｓｉｎα±２ｍｘ，Ｔ１１ｓｉｎα±２ｍｘ，０，Ｔ１２ｓｉｎα±２ｍ
ｘ，Ｑ１２ｓｉｎα±２ｍｘ，０］

Ｔ （１４）
其中Ｑ１１，Ｔ１１，Ｔ１２，Ｑ１２见附录中的（Ａ１）式．

μ（２）±ｍ（ｍ∈Ｚ）对应的本征函数为：

Ｘ（２）±（２ｍ－１）＝［Ｑ２１ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，Ｔ２１ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，

０，Ｔ２２ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，Ｑ２２ｃｏｓα±（２ｍ－１）ｘ，０］
Ｔ，

Ｘ（２）±２ｍ＝［Ｑ２１ｓｉｎα±２ｍｘ，Ｔ２１ｓｉｎα±２ｍｘ，０，Ｔ２２ｓｉｎα±２ｍ
ｘ，Ｑ２２ｓｉｎα±２ｍｘ，０］

Ｔ （１５）
其中Ｑ２１，Ｔ２１，Ｔ２２，Ｑ２２见附录中的（Ａ２）式．

μ（３）±ｍ（ｍ∈Ｚ）对应的本征函数为：

Ｘ（３）±（２ｍ－１）＝［０，０，ｓｉｎα±（２ｍ－１）ｘ，０，０，μ
（３）
±（２ｍ－１）

ｓｉｎα±（２ｍ－１）ｘ］
Ｔ

Ｘ（２）±２ｍ＝［０，０，ｃｏｓα±２ｍｘ，０，０，μ
（３）
±２ｍｃｏｓα±２ｍｘ］

Ｔ

（１６）
注２．１需要说明的是：本文得到的本征值

（１１）－（１３）式及相应的本征函数（１４）－（１６）式
与文献［１８］中的结果不完全相同．

下面的引理在文中主要结果的证明中起关键

作用．
引理２．１　算子（２０）的本征函数｛Ｘ（１）ｍ ｝∞－∞，

｛Ｘ（２）ｍ ｝∞－∞和｛Ｘ
（３）
ｍ ｝

∞
－∞（ｍ∈Ｚ）间成立如下辛正交

关系：

＜Ｘ（１）ｍ ，Ｘ
（１）
ｍ ＞＝－２ａＤμ

（１）
ｍ ρω

２（４Ｃ２＋

　Ｄρω２－ Ｄ槡 ρω ４Ｃ２＋Ｄρω槡
２） （１７）

＜Ｘ（２）ｍ ，Ｘ
（２）
ｍ ＞＝－２ａＤμ

（２）
ｍ ρω

２（４Ｃ２＋

　Ｄρω２＋ Ｄ槡 ρω ４Ｃ２＋Ｄρω槡
２） （１８）

＜Ｘ（３）ｍ ，Ｘ
（３）
ｍ ＞＝（－１）

ｍ＋１ａμ（３）ｍ （１９）

９１
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其中辛内积定义为

＜ｖ１，ｖ２ ＞＝∫
ａ
２

－ａ２
ｖＴ１Ｊｖ２ｄｘ，对于任意的 ｖ１，ｖ２∈

Ｗ，且Ｊ＝
０ Ｉ３
－Ｉ３( )０．

引理２．２下列正交函数集在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｘ中
按标准的内积是完备的，进而对于任意的∈Ｘ，相
应的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数在中收敛于．

（ｉ）φ２ｍ－１（ｘ）＝ｃｏｓ（
（２ｍ－１）πｘ

ａ ），φ２ｍ（ｘ）＝ｓｉｎ

（
２ｍπｘ
ａ ），ｍ≥１，ｍ∈Ｚ

（ｉｉ）φ２ｍ－１（ｘ）＝ｃｏｓ（
（２ｍ－１）πｘ

ａ ），φ２ｍ（ｘ）＝

ｓｉｎ（２ｍπｘａ ），ｍ≥１，ｍ∈Ｚ

下面的定理是本文的主要结果，它对文中考虑

的中厚板自由振动问题施行 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系下的分
离变量法提供了理论保障．

定理 ２．１　算子（２０）的本征函数系（１４），
（１５）和（１６）在空间Ｗ中Ｃａｕｃｈｙ主值意义下完备．
换言之，对于任意的 ｇ（ｘ）∈Ｗ，都存在常数
｛ｇ（１）±ｍ｝

＋∞
ｍ＝１，｛ｇ

（２）
±ｍ｝

∞
ｍ＝１和｛ｇ

（３）
±ｍ｝

＋∞
ｍ＝１，使得

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｍ＝１
［ｇ（１）２ｍ－１Ｘ

（１）
２ｍ－１＋ｇ

（２）
２ｍ－１Ｘ

（２）
２ｍ－１＋

　ｇ（３）２ｍ－１Ｘ
（３）
２ｍ－１＋ｇ

（１）
－（２ｍ－１）Ｘ

（１）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（２）－（２ｍ－１）Ｘ
（２）
－（２ｍ－１）＋ｇ

（３）
－（２ｍ－１）Ｘ

（３）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（１）２ｍＸ
（１）
２ｍ ＋ｇ

（２）
２ｍＸ

（２）
２ｍ ＋ｇ

（３）
２ｍＸ

（３）
２ｍ ＋ｇ

（１）
－２ｍＸ

（１）
－２ｍ＋

　ｇ（２）－２ｍＸ
（２）
－２ｍ＋ｇ

（３）
－２ｍＸ

（３）
－２ｍ］

证明：对于任意的ｇ（ｘ）∈Ｗ，将其写为矩阵形式
ｇ（ｘ）＝［ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ），ｇ３（ｘ），ｇ４（ｘ），ｇ５（ｘ），ｇ６（ｘ）］

Ｔ

对于任意的正整数ｍ，令αｉ＝
ｉπ
ａ，ｉ∈Ｚ．下面的

符号

Ｚ（ｉ）ｊ （ｉ＝１，２，３；ｊ＝±（２ｍ－１），±２ｍ，ｍ∈Ｚ）
见附录中的（Ａ３），（Ａ４）和（Ａ５）式．根据引理２．１，
我们取

ｇ（１）２ｍ－１＝
１

＜Ｘ（１）２ｍ－１，Ｘ
（１）
－（２ｍ－１） ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）－（２ｍ－１） ＞＝

　 １
Ｚ（１）２ｍ－１

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）２ｍ－１＞＝
１
Ｚ（１）２ｍ－１∫

ａ
２

－ａ２
（－Ｑ１１ｇ４－

　Ｔ１１ｇ５＋Ｔ１２ｇ１＋Ｑ１２ｇ２）ｃｏｓα－（２ｍ－１）ξｄξ

ｇ（１）－（２ｍ－１） ＝
１

＜Ｘ（１）－（２ｍ－１），Ｘ
（１）
２ｍ－１＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）２ｍ－１＞＝

　 １
Ｚ（１）２ｍ－１

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）２ｍ－１＞＝
１

Ｚ（１）－（２ｍ－１）∫
ａ
２

－ａ２
（－Ｑ１１ｇ４－

　Ｔ１１ｇ５＋Ｔ１２ｇ１＋Ｑ１２ｇ２）ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ

ｇ（１）２ｍ ＝
１

＜Ｘ（１）２ｍ，Ｘ
（１）
－２ｍ ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）－２ｍ ＞＝

　 １
Ｚ（１）２ｍ

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）－２ｍ ＞＝
１
Ｚ（１）２ｍ∫

ａ
２

－ａ２
（－Ｑ１１ｇ４－

　Ｔ１１ｇ５＋Ｔ１２ｇ１＋Ｑ１２ｇ２）ｓｉｎα－（２ｍ－１）ξｄξ

ｇ（１）－２ｍ ＝
１

＜Ｘ（１）－２ｍ，Ｘ
（１）
２ｍ ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）２ｍ） ＞＝

　 １
Ｚ（１）－２ｍ

＜ｇ（ｘ），Ｘ（１）２ｍ ＞＝
１
Ｚ（１）－２ｍ∫

ａ
２

－ａ２
（－Ｑ１１ｇ４－

　Ｔ１１ｇ５＋Ｔ１２ｇ１＋Ｑ１２ｇ２）ｓｉｎα２ｍ）ξｄξ

ｇ（２）２ｍ－１＝
１

＜Ｘ（２）２ｍ－１，Ｘ
（２）
－（２ｍ－１） ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）－（２ｍ－１） ＞＝

　 １
Ｚ（２）２ｍ－１

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）２ｍ－１＞＝
１
Ｚ（２）２ｍ－１∫

ａ
２

－ａ２
（－Ｑ１１ｇ４－

　Ｔ１１ｇ５＋Ｔ１２ｇ１＋Ｑ１２ｇ２）ｃｏｓα－（２ｍ－１）ξｄξ

ｇ（２）－（２ｍ－１） ＝
１

＜Ｘ（２）－（２ｍ－１），Ｘ
（２）
２ｍ－１＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）２ｍ－１＞＝

　 １
Ｚ（２）－（２ｍ－１）

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）２ｍ－１＞＝
１

Ｚ（２）－（２ｍ－１）∫
ａ
２

－ａ２
（－Ｑ２１ｇ４－

　Ｔ２１ｇ５＋Ｔ２２ｇ１＋Ｑ２２ｇ２）ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ

ｇ（２）２ｍ ＝
１

＜Ｘ（２）２ｍ，Ｘ
（２）
－２ｍ ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）－２ｍ ＞＝

　 １
Ｚ（２）２ｍ）

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）－２ｍ ＞＝
１
Ｚ（２）２ｍ∫

ａ
２

－ａ２
（－Ｑ２１ｇ４－

　Ｔ２１ｇ５＋Ｔ２２ｇ１＋Ｑ２２ｇ２）ｓｉｎα－２ｍξｄξ

ｇ（２）－２ｍ ＝
１

＜Ｘ（２）－２ｍ，Ｘ
（２）
２ｍ ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）２ｍ ＞＝

　 １
Ｚ（２）－２ｍ

＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）２ｍ ＞＝
１
Ｚ（２）－２ｍ∫

ａ
２

－ａ２
（－Ｑ２１ｇ４－

　Ｔ２１ｇ５＋Ｔ２２ｇ１＋Ｑ２２ｇ２）ｓｉｎα２ｍξｄξ

ｇ（３）２ｍ－１＝
１

＜Ｘ（３）２ｍ－１，Ｘ
（３）
－（２ｍ－１） ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）－（２ｍ－１） ＞＝

　 １
Ｚ（３）２ｍ－１

＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）－（２ｍ－１）＞＝
１
Ｚ（３）２ｍ－１∫

ａ
２

－ａ２
（－ｇ６＋

　μｇ３）ｃｓｉｎα－（２ｍ－１）ξｄξ

ｇ（３）－（２ｍ－１） ＝
１

＜Ｘ（３）－（２ｍ－１），Ｘ
（３）
２ｍ－１＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）２ｍ－１＞＝

　 １
Ｚ（３）－（２ｍ－１）

＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）２ｍ－１＞＝
１

Ｚ（３）－（２ｍ－１）∫
ａ
２

－ａ２
（－ｇ６＋

　μｇ３）ｓｉｎα２ｍ－１ξｄξ

０２
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ｇ（３）２ｍ ＝
１

＜Ｘ（３）２ｍ，Ｘ
（３）
－２ｍ ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）－２ｍ ＞＝
１
Ｚ（３）２ｍ
×

　 ＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）－２ｍ ＞＝
１
Ｚ（３）２ｍ∫

ａ
２

－ａ２
（－ｇ６＋μｇ３）ｃｏｓα－２ｍξｄξ

ｇ（３）－２ｍ ＝
１

＜Ｘ（３）－２ｍ，Ｘ
（３）
２ｍ ＞

＜ｇ（ｘ），Ｘ（３）２ｍ ＞＝
１
Ｚ（３）－２ｍ

×

　 ＜ｇ（ｘ），Ｘ（２）２ｍ ＞＝
１
Ｚ（３）－２ｍ∫

ａ
２

－ａ２
（ｇ６＋μｇ３）ｃｏｓα２ｍξｄξ

经计算可得如下等式：

ｇ（１）２ｍ－１Ｘ
（１）
２ｍ－１＋ｇ

（２）
２ｍ－１Ｘ

（２）
２ｍ－１＋ｇ

（３）
２ｍ－１Ｘ

（３）
２ｍ－１＝

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（１）１１ｇ４＋Ｃ

（１）
１２ｇ５＋Ｃ

（１）
１３ｇ１＋Ｃ

（１）
１４ｇ２）ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（１）２１ｇ４＋Ｃ

（１）
２２ｇ５＋Ｃ

（１）
２３ｇ１＋Ｃ

（１）
２４ｇ２）ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ

∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（１）３１ｇ６＋Ｃ

（１）
３２ｇ３）ｓｉｎα２ｍ－１ξｄξ）ｓｉｎα２ｍ－１ｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（１）４１ｇ４＋Ｃ

（１）
４２ｇ５＋Ｃ

（１）
４３ｇ１＋Ｃ

（１）
４４ｇ２）ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（１）５１ｇ４＋Ｃ

（１）
５２ｇ５＋Ｃ

（１）
５３ｇ１＋Ｃ

（１）
５４ｇ２）ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ

∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（１）６１ｇ６＋Ｃ

（１）
６２ｇ３）ｓｉｎα２ｍ－１ξｄξ）ｓｉｎα２ｍ－１





































ｘ

其中Ｃ（１）ｉｊ （ｉ＝１，２，３，４，５，６；ｊ＝１，２，３，４）见附录中的（Ａ６）式；

ｇ（１）（２ｍ１）Ｘ
（１）
（２ｍ１）＋ｇ

（２）
（２ｍ１）Ｘ

（２）
（２ｍ１）＋ｇ

（３）
（２ｍ１）Ｘ

（３）
（２ｍ１）＝

（∫
ａ
２

ａ２
（Ｃ（２）１１ｇ４＋Ｃ

（２）
１２ｇ５＋Ｃ

（２）
１３ｇ１＋Ｃ

（２）
１４ｇ２）ｃｏｓα（２ｍ１）ξｄξ）ｃｏｓα（２ｍ１）ｘ

（∫
ａ
２

ａ２
（Ｃ（２）２１ｇ４＋Ｃ

（２）
２２ｇ５＋Ｃ

（２）
２３ｇ１＋Ｃ

（２）
２４ｇ２）ｃｏｓα（２ｍ１）ξｄξ）ｃｏｓα（２ｍ１）ｘ

∫
ａ
２

ａ２
（Ｃ（２）３１ｇ６＋Ｃ

（２）
３２ｇ３）ｓｉｎα（２ｍ１）ξｄξ）ｓｉｎα（２ｍ１）ｘ

（∫
ａ
２

ａ２
（Ｃ（２）４１ｇ４＋Ｃ

（２）
４２ｇ５＋Ｃ

（２）
４３ｇ１＋Ｃ

（２）
４４ｇ２）ｃｏｓα（２ｍ１）ξｄξ）ｃｏｓα（２ｍ１）ｘ

（∫
ａ
２

ａ２
（Ｃ（２）５１ｇ４＋Ｃ

（２）
５２ｇ５＋Ｃ

（２）
５３ｇ１＋Ｃ

（２）
５４ｇ２）ｃｏｓα（２ｍ１）ξｄξ）ｃｏｓα（２ｍ１）ｘ

∫
ａ
２

ａ２
（Ｃ（２）６１ｇ６＋Ｃ

（２）
６２ｇ３）ｓｉｎα（２ｍ１）ξｄξ）ｓｉｎα（２ｍ１）





































ｘ

其中Ｃ（２）ｉｊ （ｉ＝１，２，３，４，５，６；ｊ＝１，２，３，４）见附录中的（Ａ７）式；

ｇ（１）２ｍＸ
（１）
２ｍ ＋ｇ

（２）
２ｍＸ

（２）
２ｍ ＋ｇ

（３）
２ｍＸ

（３）
２ｍ ＝

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（３）１１ｇ４＋Ｃ

（３）
１２ｇ５＋Ｃ

（３）
１３ｇ１＋Ｃ

（３）
１４ｇ２）ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（３）２１ｇ４＋Ｃ

（３）
２２ｇ５＋Ｃ

（３）
２３ｇ１＋Ｃ

（３）
２４ｇ２）ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（３）３１ｇ６＋Ｃ

（３）
３２ｇ３）ｃｏｓα２ｍξｄξ）ｃｏｓα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（３）４１ｇ４＋Ｃ

（３）
４２ｇ５＋Ｃ

（３）
４３ｇ１＋Ｃ

（３）
４４ｇ２）ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（３）５１ｇ４＋Ｃ

（３）
５２ｇ５＋Ｃ

（３）
５３ｇ１＋Ｃ

（３）
５４ｇ２）ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（３）６１ｇ６＋Ｃ

（３）
６２ｇ３）ｃｏｓα２ｍξｄξ）ｃｏｓα２ｍ





































ｘ
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其中Ｃ（３）ｉｊ （ｉ＝１，２，３，４，５，６；ｊ＝１，２，３，４）见附录中的（Ａ８）式；

ｇ（１）－２ｍＸ
（１）
－２ｍ＋ｇ

（２）
－２ｍＸ

（２）
－２ｍ＋ｇ

（３）
－２ｍＸ

（３）
－２ｍ＝

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（４）１１ｇ４＋Ｃ

（４）
１２ｇ５＋Ｃ

（４）
１３ｇ１＋Ｃ

（４）
１４ｇ２）ｓｉｎα－２ｍξｄξ）ｓｉｎα－２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（４）２１ｇ４＋Ｃ

（４）
２２ｇ５＋Ｃ

（４）
２３ｇ１＋Ｃ

（４）
２４ｇ２）ｓｉｎα－２ｍξｄξ）ｓｉｎα－２ｍｘ

∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（４）３１ｇ６＋Ｃ

（４）
３２ｇ３）ｃｏｓα－２ｍξｄξ）ｃｏｓα－２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（４）４１ｇ４＋Ｃ

（４）
４２ｇ５＋Ｃ

（４）
４３ｇ１＋Ｃ

（４）
４４ｇ２）ｓｉｎα－２ｍξｄξ）ｓｉｎα－２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（４）５１ｇ４＋Ｃ

（４）
５２ｇ５＋Ｃ

（４）
５３ｇ１＋Ｃ

（４）
５４ｇ２）ｓｉｎα－２ｍξｄξ）ｓｉｎα－２ｍｘ

∫
ａ
２

－ａ２
（Ｃ（４）６１ｇ６＋Ｃ

（４）
６２ｇ３）ｃｏｓα－２ｍξｄξ）ｃｏｓα－２ｍ





































ｘ

其中Ｃ（４）ｉｊ （ｉ＝１，２，３，４，５，６；ｊ＝１，２，３，４）见附录中的（Ａ９）式．我们有

ｇ（１）２ｍ－１Ｘ
（１）
２ｍ－１＋ｇ

（２）
２ｍ－１Ｘ

（２）
２ｍ－ａ＋ｇ

（３）
２ｍ－１Ｘ

（３）
２ｍ－１＋ｇ

（１）
－（２ｍ－１）Ｘ

（１）
－（２ｍ－１）＋ｇ

（２）
－（２ｍ－１）Ｘ

（２）
－（２ｍ－１）＋ｇ

（３）
－（２ｍ－１）Ｘ

（３）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（１）２ｍＸ
（１）
２ｍ ＋ｇ

（２）
２ｍＸ

（２）
２ｍ ＋ｇ

（１）
－２ｍＸ

（１）
－２ｍ ＋ｇ

（２）
－２ｍＸ

（１）
－２ｍ ＋ｇ

（２）
－２ｍＸ

（２）
－２ｍ ＋ｇ

（３）
－２ｍＸ

（３）
－２ｍ ＝

　 ２ａ

（∫
ａ
２

－ａ２
ｇ１ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋∫

ａ
２

－ａ２
ｇ１ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
ｇ２ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋∫

ａ
２

－ａ２
ｇ２ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
ｇ３ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋∫

ａ
２

－ａ２
ｇ３ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
ｇ４ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋∫

ａ
２

－ａ２
ｇ４ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
ｇ５ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋∫

ａ
２

－ａ２
ｇ５ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（∫
ａ
２

－ａ２
ｇ６ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋∫

ａ
２

－ａ２
ｇ６ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍ





































ｘ

注意到

∑
∞

ｍ＝１
（
２
ａ∫

ａ
２

－ａ２
ｇ３ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋

　（２ａ∫
ａ
２

－ａ２
ｇ３ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ（ｉ＝１，２，４，５）

和

∑
∞

ｍ＝１
（
２
ａ∫

ａ
２

－ａ２
ｇ３ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋

（
２
ａ∫

ａ
２

－ａ２
ｇ３ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ（ｉ＝１，２，４，５）

分别是ｇｋ（ｋ＝１，２，３，４，５，６）按Ｘ中的正交函数系
｛ｃｏｓ（πｘ／ａ），ｓｉｎ（２πｘ／ａ），ｃｏｓ（３πｘ／ａ），ｓｉｎ

（４πｘ／ａ），…｝
和

｛ｓｉｎ（πｘ／ａ），ｃｏｓ（２πｘ／ａ），ｓｉｎ（３πｘ／ａ），ｃｏｓ

（４πｘ／ａ），…｝
展开的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数，应用引理２．２，可得

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｍ＝１
［ｇ（１）２ｍ－１Ｘ

（１）
２ｍ－１＋ｇ

（２）
２ｍ－１Ｘ

（２）
２ｍ－１＋

　ｇ（３）２ｍ－１Ｘ
（３）
２ｍ－１＋ｇ

（１）
－（２ｍ－１）Ｘ

（１）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（２）－（２ｍ－１）Ｘ
（２）
－（２ｍ－１）＋ｇ

（３）
－（２ｍ－１）Ｘ

（３）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（１）２ｍＸ
（１）
２ｍ ＋ｇ

（２）
２ｍＸ

（２）
２ｍ ＋ｇ

（３）
２ｍＸ

（３）
２ｍ ＋ｇ

（１）
－２ｍＸ

（１）
－２ｍ ＋

　ｇ（２）－２ｍＸ
（２）
－２ｍ ＋ｇ

（３）
－２ｍＸ

（３）
－２ｍ］＝

ｌｉｍ
Ｍ→＋∞
∑
Ｍ

ｍ＝１
［ｇ（１）２ｍ－１Ｘ

（１）
２ｍ－１＋ｇ

（２）
２ｍ－１Ｘ

（２）
２ｍ－１＋

　ｇ（３）２ｍ－１Ｘ
（３）
２ｍ－１＋ｇ

（１）
－（２ｍ－１）Ｘ

（１）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（２）－（２ｍ－１）Ｘ
（２）
－（２ｍ－１）＋

　ｇ（３）－（２ｍ－１）Ｘ
（３）
－（２ｍ－１）＋ｇ

（１）
２ｍＸ

（１）
２ｍ ＋ｇ

（２）
２ｍＸ

（２）
２ｍ ＋

　ｇ（３）２ｍＸ
（３）
２ｍ ＋ｇ

（１）
－２ｍＸ

（１）
－２ｍ ＋ｇ

（２）
－２ｍＸ

（２）
－２ｍ ＋

２２
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　　　ｇ（３）－２ｍＸ
（３）
－２ｍ］＝∑

∞

ｍ＝１

（
２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ１ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋（

２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ１ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（
２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ２ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋（

２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ２ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（
２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ３ｓｉｎα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋（

２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ３ｃｏｓα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（
２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ４ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋（

２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ４ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（
２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ５ｃｏｓα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋（

２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ５ｓｉｎα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍｘ

（
２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ６ｓｉｎα２ｍ－１ξｄξ）ｃｏｓα２ｍ－１ｘ＋（

２
ａ∫

ａ
２

ａ２
ｇ６ｃｏｓα２ｍξｄξ）ｓｉｎα２ｍ





































ｘ

＝

　［ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ），ｇ３（ｘ），ｇ４（ｘ），ｇ５（ｘ），ｇ６（ｘ）］
Ｔ＝ｇ（ｘ）

这就完成了定理的证明．
下面给出Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程（９）的一般解．
根据定理２．１，本征函数系（１４），（１５）和（１６）

在空间Ｗ中Ｃａｕｃｈｙ主值意义下完备．根据叠加原
理，方程（９）的解有如下形式：

Ｚ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｍ＝１
［Ｔ（１）２ｍ－１Ｘ

（１）
２ｍ－１＋Ｔ

（２）
２ｍ－１Ｘ

（２）
２ｍ－１＋

　Ｔ（３）２ｍ－１Ｘ
（３）
２ｍ－１＋Ｔ

（１）
－（２ｍ－１）Ｘ

（１）
－（２ｍ－１）＋

　Ｔ（２）－（２ｍ－１）Ｘ
（２）
－（２ｍ－１）＋Ｔ

（３）
－（２ｍ－１）Ｘ

（３）
－（２ｍ－１）＋

　Ｔ（１）２ｍＸ
（１）
２ｍ ＋Ｔ

（１）
２ｍＸ

（１）
２ｍ ＋Ｔ

（２）
２ｍＸ

（２）
２ｍ ＋Ｔ

（３）
２ｍＸ

（３）
２ｍ ＋

　Ｔ（１）－２ｍＸ
（１）
－２ｍ＋Ｔ

（１）
－２ｍＸ

（１）
－２ｍ＋Ｔ

（２）
－２ｍＸ

（２）
－２ｍ＋

　Ｔ（３）－２ｍＸ
（３）
－２ｍ＋Ｔ

（３）
－２ｍＸ

（３）
－２ｍ］ （２０）

将方程（２０）代入方程（９）中，根据引理２．１的辛正
交关系得：

Ｔ（ｉ）ｊ
ｙ
＝μ（ｉ）ｊ Ｔ

（ｉ）
ｊ

（ｉ＝１，２，３；ｊ±（２ｍ－１），±２ｍ，ｍ∈Ｚ）
因而

Ｔ（ｉ）ｊ （ｙ）＝Ａ
（ｉ）
ｊ ｅμ

（ｉ）ｊ ｙ （２１）

其中Ａ（ｉ）ｊ 为任意常数，它们由侧边的边界条件决
定．

将方程（２１）代入到（２０）中，得到方程（９）的一
般解Ｚ（ｘ，ｙ）为：

Ｚ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｍ＝１
［Ａ⑴２ｍ－１ｅμ

⑴２ｍ－１ｙＸ⑴２ｍ－１＋

　Ａ⑵２ｍ－１ｅμ
⑵２ｍ－１ｙＸ⑵２ｍ－１＋Ａ⑶２ｍ－１ｅμ

⑶２ｍ－１ｙＸ⑶２ｍ－１＋

　Ａ⑴－（２ｍ－１）ｅμ
⑴－（２ｍ－１）ｙＸ⑴－（２ｍ－１）＋

　Ａ⑵－（２ｍ－１）ｅμ
⑵－（２ｍ－１）ｙＸ⑵－（２ｍ－１）＋

　Ａ⑶－（２ｍ－１）ｅμ
⑶－（２ｍ－１）ｙＸ⑶－（２ｍ－１）＋Ａ⑴２ｍｅμ

⑴２ｍｙＸ⑴２ｍ＋

　Ａ⑵２ｍｅμ
⑵２ｍｙＸ⑵２ｍ＋Ａ⑶２ｍｅμ

⑶２ｍｙＸ⑶２ｍ＋Ａ⑴－２ｍｅμ
⑴－２ｍｙＸ⑴－２ｍ＋

　Ａ⑵－２ｍｅμ
⑵－２ｍｙＸ⑵－２ｍ＋Ａ⑶－２ｍｅμ

⑶－２ｍｙＸ⑶－２ｍ］ （２２）

３　数值算例

令ａ＝１０，ｂ＝１．考虑矩形区域Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜－
５≤ｘ≤５，０≤ｙ≤１｝和ｙ侧边的如下边界条件：

Ｆ＝０，Ψ
ｙ
＝０，Ｆ
ｙ
＝０，当ｙ＝０，－５≤ｘ≤５；

Ｆ＝ｃｏｓｘ，Ψ
ｙ
＝０，Ｆ
ｙ
＝０，当ｙ＝１，－５≤ｘ≤５．

根据上面的条件，可确定一般解（２２）中的任
意常数Ａ（ｉ）ｊ ．取下列计算参数：Ｅ＝３．０×１０

６Ｐａ，ｖ＝

０．１５，ｈ＝０．４ｍ，ρ＝２．４×１０３ｋｇ／ｍ３，Ｃ＝２．０×
１０５Ｎｓ／ｍ３．取（２２）的前５项．下表列出了板的固有
频率ω＝５．６时的计算结果．

表１　计算结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓ

（ｘ，ｙ） Ｍ Ｆ Ψ β α θ
（４．５０，０．０５）０．４９２８８７０．０００６１７０．００００００．００４７９４２０．０２４６５７０．０００００
（２．００，０．２５）０．７９６５９７０．０２４８８２０．００００００．００５７３５０．１９９６３６０．０００００
（０．０５，０．４０）１．８８９６５ ０．１５１０８５ ０．００００００．０２２９９７４０．７６００８７ ０．０００００
（０．２０，０．０５）１．８４６６２００．００２３０８４０．００００００．０００６３７８０．０９２３４４２０．０００００
（３．００，０．６０）１．９６６２７０．３４６８７５０．０００００－０．０８７０５９１．１７８０１００．０００００
（４．８０，０．９６）０．０７１４１５０．０６５２２８０．００００００．０４７０６４４０．０９９９５８０．０００００

４　结论

文中用Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系下的辛本征展开精确求
解了中厚板自由振动问题，更重要的是，证明了相

应本征函数系的完备性．文中定理为中厚板自由振

３２
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动问题施行 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系下的分离变量法提供了
理论保证，而且基于展开定理换得到了问题的一般

解．
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ｔｈｉｃｋｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，

２００９，７（４）：３０２～３０７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

附录：

Ｑ１１＝２Ｃρω
２，

Ｔ１１＝Ｄρω
２
槡－ Ｄ槡ρω ４Ｃ２＋Ｄρω槡

２，

Ｔ１２２ＣＤμ，

Ｑ１２＝μＤρω
２－μ槡Ｄ槡ρω ４Ｃ２＋Ｄρω槡

２． （Ａ１）

Ｑ２１＝２Ｃρω
２，Ｑ２２＝２ＣＤμ，

Ｔ２１＝槡ρω（Ｄ槡ρω＋ ４Ｃ
２＋Ｄρω槡

２），

Ｔ２２＝μ槡Ｄ槡ρω（槡Ｄ槡ρω＋ ４Ｃ
２＋Ｄρω槡

２） （Ａ２）

４２
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＜Ｘ（１）ｍ ，Ｘ
（１）
－ｍ＞＝Ｚ

（１）
ｍ （Ａ３）

＜Ｘ（２）ｍ ，Ｘ
（２）
－ｍ＞＝Ｚ

（２）
ｍ （Ａ４）

＜Ｘ（３）ｍ ，Ｘ
（３）
－ｍ＞＝Ｚ

（３）
ｍ （Ａ５）

Ｃ（１）１１ ＝－
Ｑ２１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２２１
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）１２ ＝－
Ｑ１１Ｔ１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２１Ｔ２１
Ｚ（１）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）１３ ＝
Ｑ１１Ｔ１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２１Ｔ２２
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）１４ ＝
Ｑ１１Ｔ１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２１Ｔ２２
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）２１ ＝－
Ｔ１１Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）２２ ＝－
Ｔ２１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２２１
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）２３ ＝
Ｔ１１Ｔ１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２１Ｔ２２
Ｚ（２）２ｍ－１

，Ｃ（１）２４ ＝
Ｔ１１Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２ｍ－１

，

Ｃ（１）３１ ＝－
μ
Ｚ（３）２ｍ－１

，Ｃ（１）３２ ＝－
１
Ｚ（３）２ｍ－１

，

Ｃ（１）４１ ＝
Ｔ１２Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）４２ ＝－
Ｔ１２Ｔ１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）４３ ＝
Ｔ２１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２ｍ－１

，Ｃ（１）４４ ＝
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２２２
Ｚ（２）２ｍ－１

，

Ｃ（１）５１ ＝
Ｑ１２Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）５２ ＝－
Ｑ１２Ｔ１１
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２ｍ－( )

１
，

Ｃ（１）５３ ＝
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｔ２２２
Ｚ（２）２ｍ－１

，Ｃ（１）５４ ＝
Ｑ２１２
Ｚ（１）２ｍ－１

＋
Ｑ２２Ｔ２２
Ｚ（２）２ｍ－１

，

Ｃ（１）６１ ＝－
μ２

Ｚ（３）２ｍ－１
，Ｃ（１）６２ ＝－

μ
Ｚ（３）２ｍ－１

． （Ａ６）

Ｃ（２）１１ ＝－
Ｑ２１１

Ｚ（１）－（２ｍ－１）
＋
Ｑ２２１

Ｚ（２）－（２ｍ－１( )
）

，

Ｃ（２）１２ ＝－
Ｑ１１Ｔ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｑ２１Ｔ２１
Ｚ（１）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）１３ ＝
Ｑ１１Ｔ１２
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｑ２１Ｔ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）１４ ＝
Ｔ１１Ｑ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）２１ ＝－
Ｔ１１Ｑ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）２２ ＝－
Ｔ２１１

Ｚ（１）－（２ｍ－１）
＋
Ｔ２２１

Ｚ（２）－（２ｍ－１( )
）

，

Ｃ（２）２３ ＝
Ｔ１１Ｔ１２
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２１Ｔ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１）

，

Ｃ（２）２４ ＝
Ｔ１１Ｑ１２
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１）

，

Ｃ（２）３１ ＝－
μ

Ｚ（３）－（２ｍ－１）
，Ｃ（２）３２ ＝－

１
Ｚ（３）－（２ｍ－１）

，

Ｃ（２）４１ ＝－
Ｔ１２Ｑ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）４２ ＝－
Ｔ１２Ｔ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）４３ ＝
Ｔ２１２

Ｚ（１）－（２ｍ－１）
＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－（２ｍ－１）

，

Ｃ（２）４４ ＝
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｑ２２２

Ｚ（２）－（２ｍ－１）
，

Ｃ（２）５１ ＝－
Ｑ１２Ｑ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）５２ ＝－
Ｑ１２Ｔ１１
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１( )

）

，

Ｃ（２）５３ ＝
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）－（２ｍ－１）

＋
Ｔ２２２

Ｚ（２）－（２ｍ－１）
，

Ｃ（２）５４ ＝
Ｑ２１２

Ｚ（１）－（２ｍ－１）
＋
Ｑ２２Ｔ２２
Ｚ（２）－（２ｍ－１）

，

Ｃ（２）６１ ＝－
μ２

Ｚ（３）－（２ｍ－１）
，Ｃ（２）６２ ＝－

μ
Ｚ（３）－（２ｍ－１）

． （Ａ７）

Ｃ（３）１１ ＝－
Ｑ２１１
Ｚ（１）２ｍ
＋
Ｑ２２１
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）１２ ＝－
Ｑ１１Ｔ１１
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｑ２１Ｔ２１
Ｚ（１）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）１３ ＝
Ｑ１１Ｔ１２
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｑ２１Ｔ２２
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）１４ ＝
Ｑ１１Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｑ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）２１ ＝－
Ｔ１１Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）２２ ＝－
Ｔ２１１
Ｚ（１）２ｍ
＋
Ｔ２２１
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）２３ ＝
Ｔ１１Ｔ１２
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｔ２１Ｔ２２
Ｚ（２）２ｍ

，Ｃ（３）２４ ＝
Ｔ１１Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２ｍ

，

Ｃ（３）３１ ＝－
μ
Ｚ（３）２ｍ
，Ｃ（３）３２ ＝－

１
Ｚ（３）２ｍ
，

Ｃ（３）４１ ＝
Ｔ１２Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

５２
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Ｃ（３）４２ ＝－
Ｔ１２Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）４３ ＝－
Ｔ２１２
Ｚ（１）２ｍ
＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）４４ ＝－
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｑ２２２
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）５１ ＝
Ｑ１２Ｑ１１
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｔ２２Ｑ２１
Ｚ（２）２ｍ

，Ｃ（３）５２ ＝
Ｑ１２Ｔ１１
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）２ｍ

，

Ｃ（３）５３ ＝－
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）２ｍ

＋
Ｔ２２２
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）５４ ＝－
Ｑ２１２
Ｚ（１）２ｍ
＋
Ｑ２２Ｔ２２
Ｚ（２）２( )
ｍ
，

Ｃ（３）６１ ＝－
μ２

Ｚ（３）２ｍ
，Ｃ（３）６２ ＝－

μ
Ｚ（３）２ｍ
． （Ａ８）

Ｃ（４）１１ ＝
Ｑ２１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２２１
Ｚ（２）－２ｍ

，Ｃ（４）１２ ＝
Ｑ１１Ｔ１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２１Ｔ２１
Ｚ（１）－２ｍ

，

Ｃ（４）１３ ＝－
Ｑ１１Ｔ１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２１Ｔ２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）１４ ＝－
Ｑ１１Ｔ１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２１Ｔ２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）２１ ＝
Ｔ１１Ｑ１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－２ｍ

，Ｃ（４）２２ ＝
Ｔ２１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２２１
Ｚ（２）－２ｍ

，

Ｃ（４）２３ ＝－
Ｔ１１Ｔ１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２１Ｔ２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）２４ ＝－
Ｔ１１Ｑ１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）３１ ＝－
μ
Ｚ（３）－２ｍ

，Ｃ（４）３２ ＝－
１
Ｚ（３）－２ｍ

，

Ｃ（４）４１ ＝
Ｔ１２Ｑ１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－２ｍ

，Ｃ（４）４２ ＝
Ｔ１２Ｔ１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－２ｍ

，

Ｃ（４）４３ ＝－
Ｔ２１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）４４ ＝－
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）５１ ＝
Ｑ１２Ｑ１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２２Ｑ２１
Ｚ（２）－２ｍ

，

Ｃ（４）５２ ＝
Ｑ１２Ｔ１１
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２１Ｑ２２
Ｚ（２）－２ｍ

，

Ｃ（４）５３ ＝－
Ｔ１２Ｑ１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｔ２２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）５４ ＝－
Ｑ２１２
Ｚ（１）－２ｍ

＋
Ｑ２２Ｔ２２
Ｚ（２）－２( )

ｍ
，

Ｃ（４）６１ ＝－
μ２

Ｚ（３）－２ｍ
，Ｃ（４）６２ ＝－

μ
Ｚ（３）－２ｍ

． （Ａ９）

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ６Ｊａｎｕａｒｙ２０１１，ｒｅｖｉｓｅｄ６Ｆｅｂｒｕａｒｙ２０１１．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＩｎｎｅｒＭｏｎｇｏｌｏｆＣｈｉｎａ（２００８０４０４ＭＳ０１０４）ａｎｄｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔＰｒｏ
ｇｒａｍｆｏｒＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＳｔｕｄｅｎｔｓ（０９１０１２６０９）

ＳＹＭＰＬＥＣＴＩＣＥＩＧＥＮＦＵＮＣＴＩＯＮＥＸＰＡＮＳＩＯＮＴＨＥＯＲＥＭ ＦＯＲ

ＦＲＥＥＶＩＢＲＡＴＩＯＮＯＦＭＯＤＥＲＡＴＥＬＹ

ＴＨＩＣＫＲＥＣＴＡＮＧＵＬＡＲＰＬＡＴＥＳ

ＣｈｅｎｇＴｉｎｇ　ＨｏｕＧｕｏｌｉｎ　ＣｈｅｎＸｉａｏｍｉｎ　ＷａｎｇＸｉｎｊｉｅ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＩｎｎｅｒＭｏｎｇｏｌｉａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈｏｈｈｏｔ　０１００２１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　ＴｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｏｐｅｒａｔｏｒａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆａｍｏｄｅｒａｔｅｌｙ
ｔｈｉｃｋｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｗａｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｆｉｒｓｔ，ｔｈｅｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒｗｉｔｈｔｈｅｍｉｘｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｓｗｅｒｅｓｏｌｖｅｄｄｉｒｅｃｔｌｙ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓ
ｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｎｏｎｓｗａｓｐｒｏｖｅｄ，ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｎｇｔｈｅｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙｏｆｕｓｉｎｇｓｅｐａｒａｔｉｏｎｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｐｒｏｂ
ｌｅｍｓ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｗａｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｐｒｏｖｅｄｅｘｐａｎｓｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ，ａｎｄａｃｏｎｃｒｅｔｅｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｅｘａｍｐｌｅｗａｓｇｉｖｅｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｍｏｄｅｒａｔｅｌｙｔｈｉｃｋｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓ，　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍ，　ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ，　ｅｉｇｅｎｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｅｘｐａｎｓｉｏｎ，　ｇｅｎｅｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

６２


