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矩形正交各向异性薄板弯曲受迫振动问题的分析解

姚伟岸　蔡智宇　胡小飞
（大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２４）

摘要　通过恰当的辛内积定义，首先将矩形正交各向异性薄板弯曲受迫振动问题导入到辛对偶体系，并应

用分离变量和辛本征展开的有效数学物理方法给出其受迫振动稳态解的一个解析求解方法．然后，具体讨

论了对边简支和对边固支两种典型边界条件的正交各向异性薄板弯曲受迫振动问题的辛本征问题，并给出

了对应的辛本征值超越方程和辛本征向量的解析表达式．最后，应用本文的方法分析求解了两个具体算例，

并将受均布谐载作用的四边简支矩形板受迫振动稳态解的分析解与传统的 Ｎａｖｉｅｒ法进行了精度和收敛性

的对比，结果表明本文的方法比传统的分析求解方法具有更好的精度和收敛性，尤其是对内力．

关键词　正交各向异性，　薄板，　振动，　辛空间，　分析解

引 言

薄板弹性动力问题的数值求解方法有很多，如

有限元或差分的振型分解法、边界元或差分的拉普

拉斯变换法等等．然而其解析求解方法则十分有
限，常用的有Ｎａｖｉｅｒ法［１］和Ｌｅｖｙ法［２］等．

近年来，钟万勰院士基于结构力学与最优控制

的模拟关系提出了弹性力学的辛对偶求解方法［３］，

它扩大了弹性力学问题的解析求解范围，并取得了

很多优秀的研究成果．如获得了薄板弯曲静力问
题［４７］、以及各向同性矩形薄板自由振动问题的分

析解［８，９］，等等．
本文将辛对偶求解方法进一步扩展应用于矩

形正交各向异性薄板弯曲受迫振动问题，并给出其

稳态解的一个分析求解方法．

１　基本方程

对占有区域Ω＝｛－ａ＜ｘ＜ａ，－ｂ＜ｙ＜ｂ｝的矩
形薄板，其弯曲的内力正向规定如图１所示．这里
假定板为正交各向异性板，而其面内作用的动荷载

为谐载，即 珋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｑ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ）（或 ｃｏｓ
（ωｔ）），则板受迫振动稳态解的振幅 ｗ（ｘ，ｙ）应满
足的基本方程为

Ｄ１１ｘｘｘｘｗ＋（２Ｄ１２＋Ｄ６６）ｘｘｙｙｗ＋

　Ｄ２２ｙｙｙｙｗ－ρｈω
２ｗ＝ｑ （１）

其中Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ２２，Ｄ６６是板弯曲刚度系数，而 ρ和 ｈ
分别是板密度和厚度．这里将对 ｘ的偏导数 ／ｘ
简记为ｘ，等等．

图１　板的内力正向示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｓｏｎｐｌａｔｅ

而弯矩 Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ应满足的方程以及弯矩与
曲率的物性方程可由下面的变分原理导出

δΩ｛Ｍｘｘｘｗ＋Ｍｙｙｙｗ＋２Ｍｘｙｘｙｗ－Ｕ－
　ρｈω２ｗ２／２－ｑｗ｝ｄｘｄｙ＝０ （２）

其中

Ｕ＝［Ｄ２２Ｍ
２
ｘ＋Ｄ１１Ｍ

２
ｙ－２Ｄ１２ＭｘＭｙ＋４（Ｄ１１Ｄ２２－

　Ｄ２１２）Ｍ
２
ｘｙ／Ｄ６６］／２（Ｄ１１Ｄ２２－Ｄ

２
１２） （３）

设边界的外法线方向为 ｎ，切线方向为 ｓ，且
（ｎ，ｓ）构成右手系，则等效剪力为

Ｖｎ＝－ｓＭｎｓ＋Ｑｎ＝－ｎＭｎ－２ｓＭｎｓ （４）
于是薄板的三种典型边界条件可表示为：

自由：Ｍｎ＝Ｍｎ　Ｖｎ＝Ｖｎ （５ａ）

简支：Ｍｎ＝Ｍｎ　ｗ＝珔ｗ （５ｂ）
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固支：ｗ＝珔ｗ　ｎｗ＝θｎ （５ｃ）

２　导入辛空间

将ｘ方向弯矩Ｍｘ和等效剪力Ｖｘ简记为Ｍ，Ｖ，

并用一点表示为关于 ｘ的偏导数，即有（·）＝ｘ．
在变分原理（２）中引入约束条件

θ＝ｗ （６）
和拉氏乘子（经识别为Ｖ），并消去

Ｍｙ＝
Ｄ１２
Ｄ１１
Ｍｘ＋（Ｄ２２－

Ｄ２１２
Ｄ１１
）ｙｙｗ，

Ｍｘｙ＝
Ｄ６６
２ｙθ （７）

则变分原理（２）可改写为

δ｛Ｖｗ＋Ｍθ· －Ｈ｝ｄｘｄｙ＝０ （８）

其中

Ｈ＝Ｖθ＋１２ρｈω
２ｗ２＋ｑｗ－

　１２（Ｄ２２－
Ｄ２１２
Ｄ１１
）（ｙｙｗ）

２－
Ｄ１２
Ｄ１１
Ｍｙｙｗ－

　１２Ｄ６６（ｙθ）
２＋ １２Ｄ１１

Ｍ２ （９）

展开式（８）可得辛对偶方程
ｖ＝Ｈｖ＋ｑ （１０）

其中算子矩阵

Ｈ＝

０ １ ０ ０

－
Ｄ１２
Ｄ１１
ｙｙ ０ ０ １

Ｄ１１

（Ｄ２２－
Ｄ２１２
Ｄ１１
）ｙｙｙｙ－ρｈω

２ ０ ０
Ｄ１２
Ｄ１１
ｙｙ

０ －Ｄ６６ｙｙ －



















１ ０

（１１）

而ｖ＝｛ｗ，θ，Ｖ，Ｍ｝Ｔ是全状态向量，ｑ＝｛０，０，－ｑ，
０｝是与载荷有关的非齐次项．

定义辛内积

＜ｖ１，ｖ２ ＞＝∫
ｂ

－ｂ
ｖＴ１Ｊｖ２ｄｙ＋Ｄ６６［ｗ１ｘｙｗ２－

　　ｗ２ｘｙｗ１］
ｂ
ｙ＝－ｂ （１２）

通过验证可知，上式满足辛内积的定义，即按

照（１２）式的辛内积定义，向量ｖ组成一辛空间．
不难验证，只要向量 ｖ１和 ｖ２满足 ｙ＝±ｂ处

（５）式的任何一种齐次边界条件以及约束条件（６）
在边界ｙ＝±ｂ处的条件

ｙ（ｘｗｊ－θｊ）＝０　（ｊ＝１，２） （１３）
则有下面的恒等式

＜ｖ１，Ｈｖ２＞≡＜ｖ２，Ｈｖ１＞ （１４）
因此算子矩阵 Ｈ是辛空间的一个 Ｈａｍｉｔｏｎ算

子矩阵．需要特别说明的是，这里向量ｖ１和ｖ２的选
取并没有限定它们在域内满足方程（１０），即关系
式（６）是不一定成立的，因此边界条件（１３）是必须
的．但如果 ｖ１和 ｖ２在域内满足方程（１０），即关系
式（６）成立，则边界条件（１３）是自然满足的．

３　辛本征问题

首先通过一个特解ｖ将方程（１０）化为齐次方
程

ｖ＝Ｈｖ （１５）
其中特解 ｖ要求满足方程（１０）和 ｙ＝±ｂ的边界
条件．对上面的齐次方程，分离变量法就可以实施，
即可令

ｖ（ｘ，ｙ）＝ζ（ｘ）ψ（ｙ） （１６）
将式（１６）带入到（１５）式中，可给出

ξ（ｘ）＝ｅｘｐ（μｘ） （１７）
Ｈψ＝μψ （１８）

这里μ是待求的本征值，ψ＝｛珘ｗ　θ～　Ｖ～　Ｍ～｝Ｔ是
本征函数向量，它除了要满足上式以外，还应该满

足对应的ｙ＝±ｂ处的边界条件．对当前辛本征问
题（１８），可以证明它不存在零本征值．对于非零本
征值的本征解，本征方程（１８）是关于ｙ联立的常微
分方程组，求解应首先找到 ｙ方向特征值 λ，经推
导可给出其应满足的方程为

Ｄ２２λ
４＋（２Ｄ１２＋Ｄ６６）λ

２μ２＋Ｄ１１μ
４－ρｈω２＝０

（１９）
当μ４≠－４ρｈω２Ｄ２２／［（２Ｄ１２＋Ｄ６６）

２－４Ｄ１１Ｄ２２］
和μ４≠ρｈω２／Ｄ１１时，上式的根是互不相等的两组互
为相反数．设根为±α和±β，其中

α＝｛－
２Ｄ１２＋Ｄ６６
２Ｄ２２

μ２＋

　 １
２Ｄ２２

［（２Ｄ１２＋Ｄ６６）
２－４Ｄ１１Ｄ２２］μ

４＋４ρｈω２Ｄ槡 ２２｝
１／２

（２０ａ）

β＝｛－
２Ｄ１２＋Ｄ６６
２Ｄ２２

μ２－

　 １
２Ｄ２２

［（２Ｄ１２＋Ｄ６６）
２－４Ｄ１１Ｄ２２］μ

４＋４ρｈω２Ｄ槡 ２２｝
１／２

（２０ｂ）

３１
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这里约定Ｒｅ（α）≥０，Ｒｅ（β）≥０或当 Ｒｅ（α）
＝０（Ｒｅ（β）＝０）时Ｉｍ（α）≥０（Ｉｍ（β）≥０）．于是辛
本征向量的通解可写为

　ψ＝

Ａ１ｃｈ（αｙ）＋Ａ２ｓｈ（αｙ）＋Ａ３ｃｈ（βｙ）＋Ａ４ｓｈ（βｙ）

Ｂ１ｃｈ（αｙ）＋Ｂ２ｓｈ（αｙ）＋Ｂ３ｃｈ（βｙ）＋Ｂ４ｓｈ（βｙ）

Ｃ１ｃｈ（αｙ）＋Ｃ２ｓｈ（αｙ）＋Ｃ３ｃｈ（βｙ）＋Ｃ４ｓｈ（βｙ）

Ｄ１ｃｈ（αｙ）＋Ｄ２ｓｈ（αｙ）＋Ｄ３ｃｈ（βｙ）＋Ｄ４ｓｈ（βｙ




















）

（２１）

上式中十六个常数不是彼此独立的，独立的常数只

有４个．这里选择 Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４为独立常数，并将
上式带入方程（１８），可以得到

Ｂｊ＝μＡｊ
　 （ｊ＝１，２，３，４）

Ｃｊ＝－μ（Ｄ１１μ
２＋Ｄ１２α

２＋Ｄ６６α
２）Ａｊ

　 （ｊ＝１，２）

Ｃｊ＝－μ（Ｄ１１μ
２＋Ｄ１２β

２＋Ｄ６６β
２）Ａｊ

　 （ｊ＝３，４）

Ｄｊ＝（Ｄ１１μ
２＋Ｄ１２α

２）Ａｊ
　 （ｊ＝１，２）

Ｄｊ＝（Ｄ１１μ
２＋Ｄ１２β

２）Ａｊ
　 （ｊ＝３，４























）

（２２）

对于 μ４＝－４ρｈω２Ｄ２２／［（２Ｄ１２＋Ｄ６６）
２－４Ｄ１１

Ｄ２２］或μ
４＝ρｈω２／Ｄ１１的特殊情况，方程（１９）存在重

根．虽然此时其通解的形式与式（２１）不同，但求解
过程完全类似．本文略去这些特殊情况的讨论．

将通解（２１）代入边界条件就可以求解出辛本
征值与辛本征向量，其表达式与具体的边界条件有

关．一旦求出所有本征值和本征向量后，就可以应
用展开定理给出原问题的通解

ｖ＝ｖ ＋∑
∞

ｎ＝１
［ｃｎｅｘｐ（μｎｘ）ψｎ］ （２３）

在下面实际求解中，展开项数可取前有限项．

４　对边简支板

设ｙ＝±ｂ边为简支边，则用全状态向量描述

的边界条件为

ｗ＝０，　
Ｄ１２
Ｄ１１
Ｍ＋（Ｄ２２－

　
Ｄ２１２
Ｄ１１
）ｙｙｗ＝０ （２４）

对当前的边界条件，通解（２１）可分为对称和

反对称变形两组．对对称变形，可取

ψ＝

Ａ１ｃｈ（αｙ）＋Ａ３ｃｈ（βｙ）

Ｂ１ｃｈ（αｙ）＋Ｂ３ｃｈ（βｙ）

Ｃ１ｃｈ（αｙ）＋Ｃ３ｃｈ（βｙ）

Ｄ１ｃｈ（αｙ）＋Ｄ３ｃｈ（βｙ




















）

（２５）

并将上式代入边界条件（２４），可给出
ｃｈ（αｂ）Ａ１＋ｃｈ（βｂ）Ａ３＝０

（Ｄ１２μ
２＋Ｄ２２α

２）ｃｈ（αｂ）Ａ１＋（Ｄ１２μ
２＋

　Ｄ２２β
２）ｃｈ（βｂ）Ａ３＝

{
０

（２６）

要使问题有非平凡解，则其系数行列式应为

零，即给出对边简支板对称变形非零本征值的超越

方程

ｃｈ（αｂ）ｃｈ（βｂ）＝０ （２７）
其根为

μｂ＝±ｄ±ｉｅ （２８）
其中

ｅ＝｛－
２Ｄ１２＋Ｄ６６
４Ｄ１１

（ｌ＋１２）
２π２＋

　１２
Ｄ２２
Ｄ１１
（ｌ＋１２）

４π４－ρｈω２ｂ４／Ｄ ]槡 ２２ ｝
１／２（２９ａ）

ｄ＝ ｅ２＋
２Ｄ１２＋Ｄ６６
２Ｄ１１

（ｌ＋１２）
２π

槡
２ （２９ｂ）

这里ｌ＝０，１，２…，即每给定一个整数 ｌ≥０，式
（２８）就可以给出一组４个分别位于四个不同象限
的根，这些根均为单根．将求得的根 μｎ代入方程

（２６）就可以给出Ａ１，Ａ３的一组非平凡解

Ａ１＝ｃｈ（βｂ），Ａ３＝－ｃｈ（αｂ） （３０）
再将其代入式（２２）与（２５），就可以给出对称变形
的本征向量．

类似，可给出反对称变形的本征值与本征向

量．限于篇幅限制，这里略去这部分的讨论．
算例１：受均布谐载 ｑ作用的四边简支矩形

板，其中ａ／ｂ＝１．５，Ｄ１１＝Ｄ，Ｄ１２＝０．３１Ｄ，Ｄ２２＝１１．

１Ｄ，Ｄ６６＝２．３Ｄ，而ρｈω
２＝５０Ｄ／ｂ４．

这里与均布谐载相关的特解可取为：

ｗ（ｙ）＝ ｑ
２ρｈω２ｃｈ（ｔｂ）

ｃｈ（ｔｙ）＋

　 ｑ
２ρｈω２ｃｏｓ（ｔｂ）

ｃｏｓ（ｔｙ）－ ｑ
ρｈω２

（３１）

其中

ｔ＝
４
ρｈω２／Ｄ槡 ２２．

４１
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问题关于ｘ轴为对称变形，因此仅选用对称变
形的本征值和本征向量．将通解（２３）代入下面ｘ＝
±ａ简支边界条件对应的变分式

∫
ｂ

－ｂ
［ｗδＶ－Ｍδθ］ａｘ＝－ａｄｙ＝０ （３２）

可得到关于待定常数 ｃｎ（ｎ＝１，２，…，Ｎ）的一
组代数方程组，从而给出问题的解．

表１给出了本文方法与 Ｎａｖｉｅｒ法取不同展开

项数时的分析解，其中括号内的值为以Ｎａｖｉｅｒ解法
取５００×５００项时的结果为基准解而得到的相对误
差．从中可以看出本方法的收敛速度，尤其是内力
远远快于Ｎａｖｉｅｒ解法．本文取Ｎ＝４（对应取一组辛
本征值）时就已经得到了比较满意的结果，而取 Ｎ
＝８时的结果就已经比 Ｎａｖｉｅｒ解法取８０×８０的结
果还精确得多．

表１　受均布谐载作用的四边简支板的分析解及误差比较

Ｔａｂｌｅ１　Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｅｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｆｕｌｌｙｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｐｌａｔｅｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｈａｒｍｏｎｉｃｌｏａｄ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｅｘｐａｎｓｉｏｎｔｅｒｍｓ

Ｄｗ（０，０）
ｑｂ４

Ｍｘ（０，０）
ｑｂ２

Ｍｙ（０，０）
ｑｂ２

Ｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

Ｎａｖｉｅｒ’ｓｍｅｔｈｏｄ

４
８
１２

１０×１０
２０×２０
４０×４０
８０×８０
５００×５００

０．０５８０６３４９（－０．０００００５１６％）
０．０５８０６３５０（０．００００００００％）
０．０５８０６３５０（０．００００００００％）
０．０５８０６３３３（－０．０００２７９００％）
０．０５８０６３４９（－０．０００００８６１％）
０．０５８０６３５０（０．００００００００％）
０．０５８０６３５０（０．００００００００％）

０．０５８０６３５０

－０．０８８６１５７４（０．０００１０８３３％）
－０．０８８６１５６５（０．０００００１１２％）
－０．０８８６１５６５（０．０００００１１２％）
－０．０８８５４３３０（－０．０８１６４１３３％）
－０．０８８６０６５０（－０．０１０３１９８４％）
－０．０８８６１４５０（－０．００１２９３２２％）
－０．０８８６１５５０（－０．０００１６１３７％）

－０．０８８６１５６５

－１．５８９８８３６（－０．００００４４０２％）
－１．５８９８８４３（０．００００００００％）
－１．５８９８８４３（０．００００００００％）
－１．５８９８３１３（－０．００３３３３５７％）
－１．５８９８７７６（－０．０００４２１４１％）
－１．５８９８８３５（－０．００００５０３１％）
－１．５８９８８４２（－０．０００００６２８％）

－１．５８９８８４３

表２　取不同长宽比时四边固支板的分析解

Ｔａｂｌｅ２　Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｆｕｌｌｙｃｌａｍｐｅｄｐｌａｔｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｅｎｇｔｈ－ｗｉｄｔｈｒａｔｉｏｓ

ａ／ｂ
Ｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｅｘｐａｎｓｉｏｎｔｅｒｍｓ
Ｄｗ（０，０）
ｑｂ４

Ｍｘ（０，０）
ｑｂ２

Ｍｙ（０，０）
ｑｂ２

Ｄｗ（ａ／２，ｂ／２）
ｑｂ４

Ｍｘ（ａ／２，ｂ／２）
ｑｂ２

Ｍｙ（ａ／２，ｂ／２）
ｑｂ２

１．０
４
８
１２

０．００４４０７９０
０．００４４０８３８
０．００４４０８３５

－０．０１４４１７３７
－０．０１４４２３４６
－０．０１４４２４７１

－０．１９９１０３２６
－０．１９９１２１９１
－０．１９９１２０３８

０．００１７７５１８
０．００１７７４６３
０．００１７７４５２

－０．００８８０１１０
－０．００８８８８７９
－０．００８８９０４６

－０．０４０９３２８５
－０．０４０８４６７１
－０．０４０８４３８１

１．５
４
８
１２

０．００４４９１８８
０．００４４９１９７
０．００４４９１９８

－０．００５６５４９５
－０．００５６５３３７
－０．００５６５３５０

－０．２０１６４７３８
－０．２０１６５１３５
－０．２０１６５１８３

０．００２２７８６１
０．００２２７８８４
０．００２２７８８１

－０．００６７０５１０
－０．００６７１３５９
－０．００６７１４１３

－０．０４７１５４３７
－０．０４７１８４５８
－０．０４７１８４９２

２．０
４
８
１２

０．００４４０３５４
０．００４４０３５３
０．００４４０３５３

－０．００５１９１３４
－０．００５１９１０３
－０．００５１９１００

－０．１９７４２１８５
－０．１９７４２１３８
－０．１９７４２１４９

０．００２４６７４０
０．００２４６７５５
０．００２４６７５４

－０．００３７１５５４
－０．００３７１５２６
－０．００３７１５５６

－０．０４８２１３１９
－０．０４８２１８１５
－０．０４８２１８２５

２．５
４
８
１２

０．００４３９０２３
０．００４３９０２３
０．００４３９０２３

－０．００５４５９１０
－０．００５４５９１２
－０．００５４５９１１

－０．１９６８３９３１
－０．１９６８３９１１
－０．１９６８３９１１

０．００２４９９６９
０．００２４９９７６
０．００２４９９７７

－０．００１９６３５４
－０．００１９６３０１
－０．００１９６３１４

－０．０４７６７６９４
－０．０４７６７７４３
－０．０４７６７７５３

　　 虽然Ｎａｖｉｅｒ解法取有限项的级数解能严格满
足四边的简支边界条件，但域内的微分方程是不能

严格满足的，因此它的收敛速度，尤其对内力的收

敛速度是相对缓慢的．本文的方法则不同，尽管采
用的也是有限项，但它能够严格满足域内微分方程

以及两侧边（ｙ＝±ｂ）的边界条件，仅有两端（ｘ＝
±ａ）的边界条件是不能严格满足的．但由于本征解
包含指数函数，取的项数越多，略去的本征解衰减

越快，其影响也越小．

５　对边固支板

设ｙ＝±ｂ边为固支，则其边界条件为
ｗ＝０，ｙｗ＝０ （３３）
该问题同样可分为对称和反对称两种情况．与

对边简支求解方法相同，将（２５）式代入上式，可给出
ｃｈ（αｂ）Ａ１＋ｃｈ（βｂ）Ａ３＝０

αｓｈ（αｂ）Ａ１＋βｓｈ（βｂ）Ａ３＝{ ０
（３４）

令其系数行列式为零，即得到对称变形的非零
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本征值μ的超越方程为
βｃｈ（αｂ）ｓｈ（βｂ）－αｓｈ（αｂ）ｃｈ（βｂ）＝０ （３５）
超越方程（３５）没有解析形式的根，但可用数

值方法获得其数值解［１０］．求解出本征值以后就可
以给出Ａ１，Ａ３的一组非平凡解

Ａ１＝ｃｈ（βｂ），　Ａ３＝－ｃｈ（αｂ） （３６）
再将其代入式（２２）与（２５），就可以给出对称变形
的本征向量．

算例２：受均布谐载 ｑ作用的四边固支矩形
板，其中Ｄ１１＝Ｄ，Ｄ１２＝０．３１Ｄ，Ｄ２２＝１１．１Ｄ，Ｄ６６＝２．
３Ｄ，而ρｈω２＝５０Ｄ／ｂ４．

这里与均布谐载相关的特解可取为：

ｗ（ｙ）＝ ｑｓｉｎ（ｔｂ）
ρｈω２［ｓｉｎ（ｔｂ）ｃｈ（ｔｂ）＋ｃｏｓ（ｔｂ）ｓｈ（ｔｂ）］

ｃｈ（ｔｙ）＋

ｑｓｈ（ｔｂ）
ρｈω２［ｓｉｎ（ｔｂ）ｃｈ（ｔｂ）＋ｃｏｓ（ｔｂ）ｓｈ（ｔｂ）］

ｃｏｓ（ｔｙ）－

ｑ
ρｈω２

（３７）

其中

ｔ＝
４
ρｈω２／Ｄ槡 ２２

问题关于ｘ轴为对称变形，因此仅选用对称变
形的本征值和本征向量．将通解（２３）代入下面ｘ＝
±ａ边界条件对应的变分式

∫
ｂ

－ｂ
［ｗδＶ＋θδＭ］ｘ＝ａｘ＝－ａｄｙ＝０ （３８）

可得到关于待定常数 ｃｎ（ｎ＝１，２，…，Ｎ）的一组代
数方程组，从而给出问题的解．

表２列出了不同长宽比四边固支板的分析解．
结果表明，对固支边界条件本方法的解具有非常好

的收敛速度，取Ｎ＝８（对应取二组辛本征值）时的
结果就已经非常令人满意了．

６　结束语

基于辛对偶体系，本文提出了一个求解矩形正

交各向异性弹性板受迫振动问题的非常有效的解

析求解方法．算例表明，本方法所提供的展开形式
的分析解在解的精度和收敛速度方面具有明显的

优势，取８项展开式就能得到非常令人满意的结
果．事实上，本方法也完全可以应用于其他任意边
界条件组合的矩形薄板振动问题的分析求解．
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