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脱层板固有频率的有限元方法分析

但敏　卿光辉
（中国民航大学航空工程学院，天津　３００３００）

摘要　结合弹性材料修正后的Ｈ－Ｒ（Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ－Ｒｅｉｓｓｎｅｒ）变分原理和二次插值函数，建立了平面坐标系下

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程推导了八节点等参元列式．考虑到脱层板的连接界面上应力和位移的连续性，将脱层板离

散成上下两层，采用“分离合并”技术，建立脱层情况下板的控制方程．本文具体研究了脱层结构的固有频率

问题，数值实例证明了本文方法的正确性．八节点等参元的使用不仅减少了节点数，同时也大大提高了计算

效率．

关键词　固有频率，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程，　半解析法，　八节点等参元，　脱层

引 言

层合板的脱层问题一直是材料界和力学研究

的热点，Ｔａｙ［１］比较系统地评述了近几十年来该领
域所取得的新结果．Ｃｈａｉ［２］为复合材料结构脱层损
伤的理论做出了杰出贡献，杨金花［３］研究了脱层圆

柱壳的静力学和动力学问题．但是这些方法都基于
一定的假设前提，模型的建立都有一定的局限性．

用弹性力学 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的半解析法［４］

仿真板壳等结构的优点之一是：可处理复杂侧面边

界、复杂几何形状及复杂外载荷作用下层合梁、层

合板壳等结构的各类力学问题，甚至于可处理各向

异性材料；另一个突出的优点是对于强厚度板壳或

层合板壳，无需任何位移或应力假设；传递矩阵技

术的顺利实施使得控制方程的未知数与结构的层

数无关，并保证了层与层之间的位移和应力的连续

性，为数值分析结果的准确性提供保证．
卿光辉、刘艳红等人［４－７］在将Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方

程现有的半解析法与四节点等参元相结合研究上

做了大量研究，但是将Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程现有的半
解析法与层合板的脱层问题相结合的文献较少见，

基于八节点等参元具有比四节点等参元计算精度

高、收敛速度快等优点［７］，且笔者未曾查到将八节

点等参元与Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程相结合，来求解层合
板脱层后的固有频度问题的文献．故本文采用文献
［６］的技术，推导了层合板脱层情况下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正

则方程八节点等参元列式．在实例分析中，本文具
体研究了脱层结构的固有频率问题，数值实例证明

了本文方法的正确性．八节点等参元的使用不仅减
少了节点数，同时也大大提高了计算效率．

１　单层板的控制方程

对于各种类型的板，都可视为由许多个单层薄

板组成，使用同一种混合状态 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ等参元
离散各层．将每一层薄板的网格都与最上层网格相
同，如图１所示：

图１　层合板

Ｆｉｇ．１　Ｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｓ

对于薄层板中的每一个网格，参考文献［５，８
－１１］，对于各向同性、正交异性或各向异性弹性
板，修正后的 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ－Ｒｅｉｓｓｎｅｒ变分原理可表示
为

Π ＝Ｖ（ＰＴ
Ｑ
ｚ
－Ｈ）ｄＶ－Ｓσ［Ｔｘｕ＋Ｔｙｖ＋

　Ｔｚｗ］ｄＳ－Ｓｕ［Ｔｘ（ｕ－珔ｕ）＋Ｔｙ（ｖ－珋ｖ）＋
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　Ｔｚ（ｗ－珔ｗ）］ｄＳ （１）
式（１）中各符号详细情况请参考文献［５，７］，

利用高阶单元具有比低阶线性单元更高的收敛率，

八节点元比四节点元具有更快的收敛率，本文引入

八节点形函数［７］，见图２．

图２　八节点等参元

Ｆｉｇ．２　８－ｎｏｄｅｉｓｏｐａｒａｍｅｔｒｉｃｅｌｅｍｅｎｔ

Ｎｉ（ξ，η）＝

（１－ξ２）（１＋ηｉη）／２；

ｉ＝２，６（下上两边的中点）

（１＋ξｉξ）（１－η
２）／２；

ｉ＝４，８（右左两边的中点）
（１＋ξｉξ）（１＋ηｉη）（ξｉξ＋ηｉη－１）／４；

ｉ＝１，３，５，７（四个角点















）

（２）

可得板的整体坐标 ｘ和 ｙ与局部坐标 ξ和 η
有如下的转换关系：

ｘ＝Ｎ１ｘ１＋Ｎ２ｘ２＋Ｎ３ｘ３＋Ｎ４ｘ４＋Ｎ５ｘ５＋

　Ｎ６ｘ６＋Ｎ７ｘ７＋Ｎ８ｘ８
ｙ＝Ｎ１ｙ１＋Ｎ２ｙ２＋Ｎ３ｙ３＋Ｎ４ｙ４＋Ｎ５ｙ５＋

　Ｎ６ｙ６＋Ｎ７ｙ７＋Ｎ８ｙ










８

（３）

即可得一个网格的形函数矩阵：

Ｎａｌｌ＝

Ｎ（ｘ，ｙ） ０ ０

０ Ｎ（ｘ，ｙ） ０

０ ０ Ｎ（ｘ，ｙ









）

（４）

式中：

Ｎ（ｘ，ｙ）＝［Ｎ１（ξ，η）Ｎ２（ξ，η）Ｎ３（ξ，η）Ｎ４
（ξ，η）Ｎ５（ξ，η）Ｎ６（ξ，η）Ｎ７（ξ，η）Ｎ８（ξ，η）］
设混合状态Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ等参元的场函数为
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ＮａｌｌＵ

Ｔ
ａｌｌ（ｚ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ＮａｌｌＶ
Ｔ
ａｌｌ（ｚ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ＮａｌｌＷ
Ｔ
ａｌｌ（ｚ

{
）

；

τｘｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｎａｌｌτ
Ｔ
ｘｚ，ａｌｌ（ｚ）

τｙｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｎａｌｌτ
Ｔ
ｙｚ，ａｌｌ（ｚ）

σｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｎａｌｌσ
Ｔ
ｚ，ａｌｌ（ｚ

{
）

（５）

式中：

　Ｕａｌｌ（ｚ）＝［ｕ１（ｚ）…ｕ８（ｚ）］；Ｖａｌｌ（ｚ）＝［ｖ１（ｚ）…ｖ８（ｚ）］；
　Ｗａｌｌ（ｚ）＝［ｗ１（ｚ）…ｗ８（ｚ）］；τｘｚ，ａｌｌ（ｒ）＝［τｘｚ１（ｚ）…τｘｚ８（ｚ）］；
　τｙｚ，ａｌｌ（ｒ）＝［τｙｚ１（ｚ）…τｙｚ８（ｚ）］；σｚ，ａｌｌ（ｒ）＝［σｚ１（ｚ）…σｚ８（ｚ）］

根据式（２）和式（３），可将 Ｐ和 Ｑ写成矩阵形
式为

Ｐ＝ＮＰｅ
Ｑ＝ＮＱ{

ｅ

（６）

式（６）中下标ｅ表示一个网格，在处理完边界后，整
合成下列方程

Ｃ　０[ ]０　Ｃ

ｚ
Ｐｅ
Ｑ{ }
ｅ

＝
Ａ　Ｂ[ ]Ｆ　Ｄ

Ｐｅ
Ｑ{ }
ｅ

＋
Ξｅ{ }０ （７）

式（７）中矩阵 Ｃ、Ａ、Ｂ、Ｆ、Ｄ和 Ξ的详细表达见文
献［６］，将该薄层中的所有网格进行拼装，即可得
到单层板的控制方程．

２　层合板的控制方程

对于脱层情况下层合板如图３（ａ）和图３（ｂ）
所示，根据脱层位置将层合板分量为上下两个子

板，对于层合板的每一层都采用相同的Ｈａｍｉｌｔｏｎ等
参元离散平面，各子层的网格划分及结点编号完全

相同，并且每层的结点和未知量编号保持完全一

致，子板又可以分成不同厚度子层，把任意子层全

部单元按一般有限元方法拼装即可得到子层的控

制方程．

图３　层合板脱层三维模型

Ｆｉｇ．３　３Ｄｍｏｄｅｌｓｏｆｄｅｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｓ：

（ａ）１Ｄｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｍｏｄｅｌ；（ｂ）２Ｄｉｎｔｅｒｎａｌｍｏｄｅｌ

对于上子板可得子层的控制方程为

Ｍｍ
Ｈｍ（ｚｍ）
ｚ

＝ＫｍＨｍ（ｚｍ）＋Ｇｍ （８）

式中 Ｈｍ（ｚｍ）＝［Ｐｍ（ｚｍ）　Ｑｍ（ｚｍ）］
Ｔ，Ｇｍ表示为

体积力．
对于齐次边界情况并不考虑体积力的问题，故

有Ｇｍ＝０，所以方程（８）的通解为：
Ｈｍ（ｚｍ）＝ＫＨｍ（０） （９）

式中ｚｍ是第ｍ层的厚度．对于有ｎ层的上子板，根

８
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据层间应力和位移的连续性，有

Ｈｎ（ｈｔ）＝（Π
ｎ

ｊ＝１
Ｋｊ）Ｈ１（０） （１０）

将上子板中连续区域与脱层区域分开表达，则方程

（１０）可写为下面矩阵形式
Ｈｔｔｃ（ｈｔ）

Ｈｔｔｄ（ｈｔ{ }） ＝ Ｔ１１　Ｔ１２Ｔ２１　Ｔ
[ ]

２２

Ｈｔｂｃ（０）

Ｈｔｂｄ（０{ }） （１１）

式中ｈｔ表示上子板的厚度，Ｈ
ｔｔ中第一个上标表示

上子板；第二个上标 ｔ表示上子板的上表面，第二
个上标ｂ表示上子板的下表面．约定：列向量 Ｈｔｔｃ
（ｈｔ）和Ｈ

ｔｂ
ｃ（０）包含了连续区上所有节点的平面外

应力和位移（包括裂纹前缘上所有节点平面外应力

变量和节点位移变量）；列向量和包含了脱层区上

所有节点的平面外应力和位移（不包括裂纹前缘上

所有节点平面外应力变量和节点位移变量）．
对于下子板，同理可得到相同的矩阵控制方程

Ｈｂｔｃ（０）

Ｈｂｔｄ（０{ }） ＝ Ｂ１１　Ｂ１２Ｂ２１　Ｂ
[ ]

２２

Ｈｂｂｃ（－ｈｂ）

Ｈｂｂｄ（－ｈｂ{ }） （１２）

式中ｈｂ是下子板的厚度，第一个上标 ｂ表示下子
板；第二个上标 ｔ表示下子板的上表面，第二个上
标ｂ表示下子板的下表面．

合并上下子板的控制方程：因为上子板的下表

面和下子板的上表面在连续区内有 Ｈｔｂｃ（０）＝Ｈ
ｂｔ
ｃ

（０），故联立式（１１）和（１２）得
Ｈｔｔｃ（ｈｔ）

Ｈｔｔｄ（ｈｔ）

Ｈｂｔｄ（０
{ }

）

＝

Ｔ１１Ｂ１１　Ｔ１１Ｂ１２　Ｔ１１
Ｔ２１Ｂ１１　Ｔ２１Ｂ１２　Ｔ２２
　Ｂ２１　　Ｂ２２　　









０

Ｈｂｂｃ（－ｈｂ）

Ｈｂｂｄ（－ｈｂ）

Ｈｔｂｄ（０
{ }

）

（１３）
式中

　Ｈｔｔｃ（ｈｔ）＝［Ｈ
ｔｔ
ｃσ（ｈｔ）　Ｈ

ｔｔ
ｃｕ（ｈｔ）］

Ｔ；Ｈｂｂｃ（－ｈｂ）＝

［Ｈｂｂｃσ（ｈｂ）　Ｈ
ｂｂ
ｃｕ（－ｈｂ）］

Ｔ；Ｈｔｔｄ（ｈｔ）＝［Ｈ
ｔｔ
ｄσ（ｈｔ）　

Ｈｔｔｃｕ（ｈｔ）］
Ｔ；Ｈｂｂｃ（－ｈｂ）＝［Ｈ

ｂｂ
ｃσ（－ｈｂ）　Ｈ

ｂｂ
ｃｕ（－

ｈｂ）］
Ｔ；Ｈｂｔｄ（０）＝［Ｈ

ｂｔ
ｄσ（０）　Ｈ

ｂｔ
ｄｕ（０）］

Ｔ；Ｈｔｂｄ（０）＝

［Ｈｔｂｄσ（０）　Ｈ
ｔｂ
ｄｕ（０）］

Ｔ．
故式（１３）可写为

σｔ

ｕ{ }ｔ ＝ Ｋ１１　Ｋ１２Ｋ２１　Ｋ
[ ]

２２

σｂ

ｕ{ }ｂ （１４）

式中

σｔ＝［Ｈｔｔｃσ（ｈｔ）　Ｈ
ｔｔ
ｄσ（ｈｔ）　Ｈ

ｂｔ
ｄσ（０）］

Ｔ；

σｂ＝［Ｈｂｂｃσ（－ｈｂ）　Ｈ
ｂｂ
ｄσ（－ｈｂ）　Ｈ

ｔｂ
ｄσ（０）］

Ｔ；

ｕｔ＝［Ｈｔｔｃｕ（ｈｌ）　Ｈ
ｔｔ
ｄｕ（ｈｌ）　Ｈ

ｂｔ
ｄｕ（０）］

Ｔ；

ｕｂ＝［Ｈｂｂｃｕ（－ｈｂ）　Ｈ
ｂｂ
ｄｕ（－ｈｂ）　Ｈ

ｔｂ
ｄｕ（０）］

Ｔ．

对于自由振动问题，板的上下表面的应力向量 σｔ

＝σｂ＝０，所以在式（１４）中有

ｋ１２ｕ
ｂ＝０ （１５）

为了求得式（１５）的非零解，带有故有频率未知量
的多项式方程有

｜ｋ１２｜＝０ （１６）
采用二分法即可方便求取上式的解．

３　数据计算和分析

算例１　八节点的精度和效率：取某 Ｑ２３５碳
素钢板，在脱层区域为零（即无脱层时），材料参数

长ａ＝２ｍ，宽ｂ＝２ｍ，厚度 ｈ＝０．１ｍ，Ｅ＝２００ＧＰａ，μ
＝０．３，ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，计算其固有频率，ＡＮＳＹＳ解
是通过各向异性立体元Ｓｏｌｉｄ６４元素得到．

表１　前三阶固有频率比较／Ｈｚ

Ｔａｂｌｅ１　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ／Ｈｚ

ＳＳＳＳ ＣＳＣＳ
Ｆｉｒｓｔ Ｓｅｃｏｎｄ Ｔｈｉｒｄ Ｆｉｒｓｔ Ｓｅｃｏｎｄ Ｔｈｉｒｄ

８－ｎｏｄｅ １１８．６１２２９４．６５３４６５．３４５１７３．７３０３２３．８１５４１０．６１７
４－ｎｏｄｅ １１８．２９１２９４．０１８４６４．６２５１７３．９３１３２４．３０８４１１．４６１
ＡＮＳＹＳ １１９．５８ ２９６．６４ ４６９．５７ １７４．５６ ３２７．１３ ４１３．１２

Ｅｒｒｏｒ１（％）０．８０９５ ０．６６９８ ０．８８９８ ０．４７５５ １．０１３３ ０．６０５９
Ｅｒｒｏｒ２（％）１．０７８ ０．８８３９ １．０５３ ０．３６０３ ０．８６２７ ０．４０１６

表１中的ＳＳＳＳ表示四边简支；ＣＳＣＳ表示对边
简支，对边固支．

本文误差计算方法是｜ＡＮＳＹＳ解 －八（四）节
点解｜／八（四）节点解×１００．误差１是ＡＮＳＹＳ解和
本文八节点解（８１个元素，２８０个节点，共１６８０个
未知量）结果进行对比得到；误差２是解析解和四
节点解（３２４个元素，３６１个节点，共 ２１６６个未知
量）结果进行对比得到．运用ＡＭＤＡｔｈｌｏｎ２．８０ＧＨｚ
（双核），２Ｇ内存电脑计算本文中八节点（８１个元
素）平均需要１３．８６０８ｓ；四节点（３２４个元素）平均
需要３５．０１４ｓ．

算例２　脱层长度对固有频率影响：参考文献
［１２，１３］，考虑复合材料与复合材料粘结层合板，
板长Ｌ＝１ｍ，宽 Ｗ＝０．８ｍ，厚度 ｈ＝０．０２ｍ，经外力
作用在板的粘结中间位置出现脱层，如图３（ａ）所
示，该板上层为环氧树脂，下层为玻璃增强树脂基

复合材料，环氧树脂参数为：Ｅｘ＝１４．５ＧＰａ，Ｅｙ＝１３．

６６ＧＰａ，Ｅｚ＝５．９ＧＰａ，μｘｙ＝０．１４９，μｙｚ＝０．３，μｘｚ＝０．

９
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１，Ｇｘｙ＝１，７８ＧＰａ，Ｇｙｚ＝１．６９ＧＰａ，Ｇｘｚ＝１．４６Ｇｐａ，ρ＝

２０００ｋｇ／ｍ３；玻璃增强树脂基复合材料为：Ｅｘ＝
７０ＧＰａ，Ｅｙ＝６８ＧＰａ，Ｅｚ＝６８ＧＰａ，μｘｙ＝０．０６５，μｙｚ＝０．
０６５，μｘｚ＝０．４，Ｇｘｙ＝５ＧＰａ，Ｇｙｚ＝５ＧＰａ，Ｇｘｚ＝１．４Ｇｐａ，

ρ＝１１１０ｋｇ／ｍ３；脱层位置从中间向两边扩散．

图４　不同脱层厚度的固有频率

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｌａｍｉｎａｔｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

文献［１２，１３］中的结论与图５中图（ｃ）吻合较

好，由此可以验证本方法的正确性．从图 ５中图

（ａ）、图（ｂ）、图（ｃ）和图（ｄ）中可以看出，当下层厚
度较小时，该层合板的固有频率下降速度随脱层长

度的增加变化剧烈，但随后变化不大，随着下层厚

度的逐渐增加，该层合板的各阶固有频率下降的速

度随着脱层长度的增加而减缓．

４　结论

本文是基于弹性材料修正后的 Ｈ－Ｒ变分原

理，引入二次插值函数，建立了平面坐标系下Ｈａｍ

ｉｌｔｏｎ正则方程八节点等参元列式，并对脱层情况下

板的固有频率进行分析．本文突出了：（１）利用二

次插值函数较高的计算精度，结合等参元可以处理

各种形状的优点，丰富了Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的半解

析法；（２）本文首次将文献［６］中的“分离合并”技

术与脱层相结合，研究了同种材料不同厚度情况

下，脱层板的各阶固有频率下降情况，该结论可以

为使用该材料时候，根据选择设备需要，避免进入

共振区．

本文的方法可以进一步推广到压电材料中去．

对于九节点，仍可采用本文方法同样进行类推．
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