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摘要　电磁场节点有限元法因未强加电场散度为零的条件而一直受到伪解出现的困扰．本文针对电磁共振

腔问题，给出在频域的Ｍａｘｗｅｌｌ方程表达式．通过引入Ｌｏｒｅｎｔｚ条件，推导出电磁共振腔二类变量和三类变量

的变分原理，由此提出了新的电磁共振腔节点有限元法，避免了伪解的出现．最后用子空间叠代法求解了共

振腔的本征值问题．数值算例表明本文方法是有效可行的．

关键词　电磁波，　有限元，　共振腔，　本征值，　子空间叠代法

引 言

电磁波的理论计算非常重要［１］，要有电磁波导

的分析，还要有复杂形状的共振腔分析．对此，有限
元方法是必要的．共振腔分析当然是动态电磁场，
故类似结构振动问题，有本征值问题，也可以是在

给定频率下做波传输的分析．总之，共振腔的有限
元分析是很重要的环节．

电磁场的有限元分析已经有很多研究，见文献

［２］．其中常见的一类变量变分原理对应的节点有
限元法有Ｃ１连续性的困难，因此采用了棱边有限
元．前文［３］运用对偶变量的有限元离散就不会出
现Ｃ１连续性的问题．然而仍有许多伪解，原因是有
限元离散时未曾考虑满足电场·Ｅ＝０的条件，
这本来是 Ｍａｘｗｅｌｌ方程的一部分．文献［４］通过奇
异值分解ＳＶＤ试探过该问题，但有非零伪解等许
多问题．节点有限元比棱边有限元有许多优点，但
若要节点有限元预先满足·Ｅ＝０有许多困难．
本文讲述运用Ｌｏｒｅｎｔｚ规范场的变分原理推导的节
点有限元法，用变分原理满足·Ｅ＝０的条件，得
到了比较满意的数值结果．

１　变分原理

Ｍａｘｗｅｌｌ方程是在时域列式的，为

·Ｄ＝ρ，　·Ｂ＝０

×Ｅ＝－Ｂ／ｔ，　×Ｈ＝－ｊ＋Ｄ／ｔ（１）
以及本构关系

Ｄ＝εＥ；　Ｂ＝μ０Ｈ （２ａｂ）
符号是常用的．本文只考虑最基本的真空电磁波，
无外源ρ＝０，ｊ＝０．

因·Ｂ＝０故可引入磁场向量势
Ｂ＝×Ａ （３）

从而有

Ｅ＝－Ａ·／ｃ－φ （４）
如果选择Ｌｏｒｅｎｔｚ条件

·Ａ＋φ／ｃ＝０ （５）
则有微分方程，见著作［５］

２Ａ－Ａ¨／ｃ２＝０，２φ－φ̈／ｃ２＝０ （６）
其中Ａ，φ分别称为：磁场向量势与电场纯量势；ｃ
为光速．

以上是在时域列式的，其频域列式可以表示为

Ｈ＝ｈｃｏｓωｔ＝Ｒｅ［ｈｅ－ｉωｔ］，
Ｅ＝ｅｓｉｎωｔ＝Ｒｅ［ｉｅｅ－ｉωｔ］
Ａ＝ａｃｏｓωｔ，φ＝ｓｉｎωｔ （７）

其中电场 ｅ（ｘ，ｙ，ｚ，ω），磁场 ｈ（ｘ，ｙ，ｚ，ω）待求，它
们都是实型函数．频域微分方程成为

ωμｈ＝Ｒ·ｅ，ωεｅ＝Ｒ·ｈ （８ａｂ）

μ与ε分别为介磁与介电矩阵．由（７）式磁场向量
势ａ（ｘ，ｙ，ｚ，ω）与电场纯量势 （ｘ，ｙ，ｚ，ω）的
Ｌｏｒｅｎｔｚ条件成为

·ａ＋ω／ｃ＝０ （９）

而　Ｒ＝
０ －／ｚ ／ｙ

／ｚ ０ －／ｘ
－／ｙ ／ｘ









０
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是算子矩阵．容易验证

Ｔ·Ｒ＝０，＝｛／ｘ　／ｙ　／ｚ｝Ｔ

故从（２ａｂ）有·（μｈ），·（εｅ）＝０．也可验证

Ｒ２＝
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　　／
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要注意当ω≠０时，·Ｄ＝０与·Ｂ＝０方才有
保证．当ω＝０时，·Ｄ＝０与·Ｂ＝０还是不可
缺少的．

还有边界条件．设有限域（共振腔）的边界为
Ｓ，理想导体的边界条件是

ｎ×ｅ＝０　以及ｎＴｈ＝０，在边界Ｓ （１１）

其中ｎ是边界外法线单位向量．条件 ｎＴｈ＝０可在

有限元程序中加以处理．域内如有不同介质，则应
当一起分析，应注意分界面的条件，不是简单的连

续条件．如果是无限区域，则要求向无穷远衰减足
够快

ｅ（ｒ，ω）→ｏ（｜ｒ｜－α），ｈ（ｒ，ω）→ｏ（｜ｒ｜－α），

α＞３／２，当｜ｒ｜→∞ （１２）
向量场 ｅ，ｈ应当由方程（８）以及相应的边界

条件解出，对于有限区域 Ｖ与理想导体边界条件，
其变分原理可以表达为

Π（ｅ，ｈ）＝Ｖ［ｈＴ·（Ｒ·ｅ）－μ０ωｈＴｈ／２－
　ωｅＴεｅ／２］ｄｘｄｙｄｚ＋Ｓ［ｅＴ·（ｎ×ｈ）］ｄＳ，

δΠ ＝０ （１３）
其中向量 ｈ与 ｅ的各分量当成为独立的试函数．

（１１）式ｎ×ｅ＝０的则成为其自然边界条件．μ０是
真空的介磁常数．由δΠ＝０可以导出（８）．反之，真
实解使δΠ＝０．

变分原理（１３）将理想导体边界条件作为其自
然边界条件．形式上变分原理（１３）的泛函不对称．
观察泛函（１３）的被积函数，当然是电场与磁场ｅ，ｈ
的二次齐次函数．分别有 ｅ与 ｈ的二次项，还有 ｅ
乘ｈ的交互项．而共振腔可采用齐次边界条件，则
变分原理（１３）成为

Π（ｅ，ｈ）＝Ｖ［ｈＴ·（Ｒ·ｅ）－μ０ωｈＴｈ／２－
　ωｅＴεｅ／２］ｄｘｄｙｄｚ，δΠ ＝０ （１４）

对于有限区域Ｖ，只有对一些本征值ωｃｒ的条件下方
才有解．共振腔的本征解计算是应当认真考虑的．从

变分原理的函数看，δΠ＝０是ｍａｘ
ｅ，ｈ
Π（ｅ，ｈ）＝０．

变分原理是推导有限元的基础．本文只讨论协
调元．在推导内部单元时，其单元边界在区域内部，
场的连续条件替代了单元的边界条件．虽然在推导
单元矩阵时，考虑该边界项与否当然会影响单元矩

阵．但注意两个相邻单元的外法线恰为反方向，该
边界成为内部面，只要是同一材料，内部边界面两

侧的积分互相抵消．所以内部界面的边界积分项在
推导有限元时不必计算．如果共振腔的边界是导
体，则计算其边界积分，即有自然边界条件．

２　Ｌｏｒｅｎｔｚ条件下电磁势的变分原理

有限元应当明确理想导体边界条件的提法．理
想导体一定是等势的，因此切面方向的电场ｅｓ＝０；
但边界条件还有对于磁场的，理想导体表面磁场的

法向分量ｈｎ＝０．有限元电场矩阵与磁场矩阵的生成
一定要计入表面处ｅｓ＝０，ｈｎ＝０的边界条件（１１）．

直接用电场当作未知数的有限元计算，不能得

到满意效果，因为结果与网格依赖性大．它相当于
采用了 （ｘ，ｙ，ｚ，ω）＝０的规范变换［４］，灵活性丧

失．原因是此时Ｌｏｒｅｎｔｚ条件成为·Ａ＝０相当于
要预先满足·ｅ＝０的约束，这种约束是全局性
的．造成网格敏感性，应容忍≠０的解．此时

ｅ＝（ω／ｃ）ａ－ （１５）
代入变分原理（１４）消去ｅ，有

ｈ＝Ｒ·［（１／ｃμ０）ａ－／ωμ０］＝（１／ｃμ０）Ｒ·ａ

Π（ａ，ｈ，）＝Ｖ［ｈＴ·［（ω／ｃ）Ｒ·ａ］－
　μ０ωｈ

Ｔｈ／２－ω［（ω／ｃ）ａ－］Ｔε［（ω／ｃ）ａ－
　］／２］ｄｘｄｙｄｚ，δΠ ＝０

其中利用了 Ｒ· ＝０的算子恒等式．为简单起
见，认为介质ε＝ε０Ｉ是真空．变分原理的基本未知
数是ｈ，ａ，，增加了函数 ，而向量 ａ也不再受
·ａ＝０的约束了

Π（ａ，ｈ，）＝Ｖ［（１／ｃ）ｈＴ·［Ｒ·ａ］－
　μ０ｈ

Ｔｈ／２－ε０（ω
２／ｃ２）ａＴａ／２＋ε０（ω／ｃ）ａ

Ｔ·－

　ε０（）
Ｔ（）／２］ｄｘｄｙｄｚ，δΠ ＝０ （１６）

执行变分操作，得到

δｈ：Ｒ·（ａ／ｃ）＝μ０ｈ

δａ：Ｒ·ｈ＝ε０ω
２（ａ／ｃ）－ε０ω

δ：２＝（ω／ｃ）·（ａ） （１７ａｂｃ）

２
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其中方程（１７ｃ）的物理意义是·ｅ＝０，只要对于
（１５）双方取算子就可看到．而方程（１７ａ，ｂ）则只
要将方程（１５）代入（８）就可得到．电场 ｅ已经由
（１５）式所取代．

电场ｅ是物理量而 ａ，不是．反映在边界条
件，例如导体，本来是切线向的ｅｓ＝０，应代之以

（ω／ｃ）ａｓ－ｎ×＝０，在导体边界 （１８）
还应该注意，方程中只出现，故任意加一个常
数不产生作用，可指定某个点的＝０．本来是对于
ｅ的边界条件，现在成为 ａ，的条件，其中必定有
一个条件可任意定．

选择了Ｌｏｒｅｎｔｚ条件（５），其频率域的方程为式
（９）．微分方程也成为

２ａ＋（ω２／ｃ２）ａ＝０，２＋（ω２／ｃ２）＝０
（１９）

微分方程要求有边界条件方才能定解．边界条件
（１８）可分解为ａｓ＝０，／ｓ＝０．因为 ／ｓ＝０，其
中ｓ是切面的任意方向，所以 ＝Ｃｏｎｓｔ边界条件
为

ａｓ＝０，＝ｂ＝Ｃｏｎｓｔ （２０）
在此，应对于选择 ＝Ｃｏｎｓｔ做出说明．Ａ，φ的

选择并非是唯一的，事实上取［４］

Ａ′＝Ａ＋χ，φ′＝φ－χ／ｃ
其中

２χ－χ̈／ｃ２＝０
则Ａ′，φ′仍满足Ｌｏｒｅｎｔｚ条件．既然理论上有函数 χ
的规范变换（Ｇａｕｇｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ）．从数学上看，函
数χ的规范变换应满足波动方程，波动方程求解要
给出任意的边界条件，所以用于边界条件＝Ｃｏｎｓｔ
的选择是合理的．（２０）式只是电场的边界条件，磁
场的边界条件同前．

在边界条件是＝Ｃｏｎｓｔ时，变分原理可变换为

Π（ａ，ｈ，）＝Ｖ［（ω／ｃ）ｈＴ·［Ｒ·ａ］－μ０ωｈＴｈ／２－
　ε０（ω

３／ｃ２）ａＴａ／２－ε０（ω
２／ｃ）·（·ａ）－

　ωε０（）
Ｔ（）／２］ｄｘｄｙｄｚ＋

　Γ［ａｎ·Ｃｏｎｓｔ］ｄΓ，δΠ ＝０ （２１）

其中Γ代表边界面．因此，向量势 ａ的选择不再需
要受·ａ的限制．但因为Ｇａｕｓｓ定理，总体的·
ａ积分

Ｖ［·ａ］ｄｘｄｙｄｚ＝Γ［ａｎ］ｄΓ＝０ （２２）

仍有要求．既然向量势 ａ是有限元法的未知数，表
面处节点的法线向投影 ａｎ不是完全独立，而有
（２２）式的约束．切线向投影条件已经在（２０）式给
出．

（２１）式是ｈ，ａ，的三类变量变分原理．若想转
化为ａ，的二类变量变分原理，则首先对于ｈ取极
大，有ｈ＝（Ｒ·ａ）／ｃμ０，再代入变分原理（２１）有

Π（ａ，）＝Ｖ［［Ｒ·ａ］Ｔ·（Ｒ·ａ）／ｃ２μ０］－
　ε０（ω

２／ｃ２）ａＴａ－２ε０（ω／ｃ）·（·ａ）－

　ε０（）
Ｔ（）／２］ｄｘｄｙｄｚ＋

　Γ［ａｎ·Ｃｏｎｓｔ］ｄΓ，δΠ ＝０ （２３）

其中取消了乘子ω／２．
变分原理（２３）有２类变量ａ与．如果将它转

换到只有一类变量 ａ的变分原理，可方便求解．注
意，满足Ｐｏｉｓｓｏｎ方程（１７ｃ），其解的边界条件是
边界上ｂ＝Ｃｏｎｓｔ．根据迭加原理，可成为 ＝１＋

２，其中 １是方程（１７ｃ）的解，但边界条件是 １ｂ
＝０；而 ２是 Ｌａｐｌａｃｅ方程的解，边界条件是 ２ｂ＝
Ｃｏｎｓｔ，这说明２的解就是２＝Ｃｏｎｓｔ．这样，在变

分原理（２３）之中，出现于 －ε０（）
Ｔ（）与 －

２ε（ω／ｃ）·（·ａ）两处的积分．２在第一项中
不出现，而第二项则因为边界条件（２２），２也不发
挥作用．所以只要１就可以了，可依然写为．

采用ａ，的变分原理，就可以不再受到约束
条件·ｅ＝０的困扰．用（２３）式来离散，就与以往
一类变量的程序一致了，在边界处 ｂ＝０，只有总
体的一个约束条件 （２２）．

３　有限元数值计算

将三类变量变分原理（２１）式进行有限元离散
求解，首先要梳理出独立未知数．观察微分方程
（１７），方程（１７ａ，ｂ）则是在 Ｌｏｒｅｎｔｚ条件下的电磁
感应方程．而（１７ｃ）对于 的微分方程２＝（ω／
ｃ）·（·ａ）是Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，其物理意义是保证
·ｅ＝０得到满足．它们的来源不同，故式（１７）实际
是两个问题的综合．

Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的要求是保证全部单元能达到
·ｅ＝（ω／ｃ）（·ａ）＝０．因为是两个问题的综合
所以有限元的网格划分，并不要求网格相同，可分

别划分之．以平面问题为例，选择三角形线性插值

３
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网格．当划分好磁场向量势 ａ的网格后，则 ａ的单
元数，就是·ｅ＝０的数目，已经确定．下面就要
选择电场势 的 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的有限元网格了．因
为是纯量函数，一个内部节点只提供一个未知
数待定．如果采用 ａ网格的节点划分，则其未知数
数目少于ａ的单元数许多，无法满足全部磁场势单
元的·ｅ＝０的要求．因此，纯量函数离散应另外
划分网格，使其内部节点数目比全部磁场势单元的

数目多，则就可以满足全部单元·ｅ＝０的要求．
纯量函数离散的节点多于单元数目是没有问题
的，变分原理可提供恰当数目的方程予以求解的．

设磁场向量势ａ离散的全部节点ｎｂ可区分边
界面节点个与内部节点 ｎｉ个，组成 ｎΔ个三角形单
元．每个内部节点有３个 ａｉ的分量，全部是独立未
知数．而因边界条件（２０），每个边界节点只有一个
ａｎ是未知数；又因为（２２）式，由 ａｎ构成的边界独
立未知数只有ｎｂ－１个．

再回到电场势．设的内部节点数目是ｎφ个，
得到ｎφ维向量 φｄ，可也组成三角形单元．当然 ｎφ
＞ｎΔ，应当能将ｎΔ个电磁单元·ｅ＝０做到．
将（２３）式有限元离散、组装，得到离散泛函为

Π（ｗ，φｄ，ω）＝ｗ
ＴＫｗ－ω２ｗＴＭｗ－

　ωｗＴＦφｄ－φ
Ｔ
ｄＧφｄ，δΠ＝０ （２４）

其中ｗ代表全部节点处的向量 ａ．矩阵 Ｇ是 ｎφ×
ｎφ的，而其它矩阵全部有恰当的尺寸．泛函中出现

了ω２，ω的项，与普通的本征值问题不同．应看到
矩阵Ｇ是正定对称的，故可对于φｄ先取最大

２Ｇφｄ＋ωＦ
Ｔｗ＝０，φｄ＝－ωＧ－１Ｆ

Ｔｗ／２ （２５）

代入（２４）式就可消去φｄ，得到只有ω
２的本征值问题．

　Π（ｗ，φｄ，ω）＝ｗ
ＴＫｗ－ω２ｗＴ（Ｍ－ＦＧ－１ＦＴ／４）ｗ （２６）

这是典型的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商问题．如果取 ｎｗ＝３×ｎｉ＋
ｎｂ，而将约束条件延迟处理，则成为有一个约束条
件的本征值问题，见文献［７］．

（２６）式的本征值问题，Ｋ相当于刚度阵，而Ｍｒ＝

（Ｍ－ＦＧ－１ＦＴ／４）相当于质量阵．过去，不考虑·ｅ＝
０的条件时，就是Ｍ阵，但考虑了Ｌｏｒｅｎｔｚ规范后，矩
阵成为（Ｍ－ＦＧ－１ＦＴ／４），其中ＦＧ－１ＦＴ／４是正定的，
减法说明本征值会增加的．从（２３）式看到，质量阵Ｍｒ
是非负的，但不能排除出现零本征值．

电场势的网格无非是使方程（１７ｃ）（物理意
义是·ｅ＝０）得到满足，然而只能在有限元的意

义下得到满足，不是处处满足．如果选择与 ａ的网
格划分同，则的节点数目少，不能达到使所有单
元·ｅ＝０．只要合理增加节点，使得数目足够，则
组成离散的网格仍然可以达到要求的．

既然要增加 未知数，即 φｄ的维数，ｎφ＞ｎΔ
不是问题，ｎφ越大越好．当然希望利用磁场势 ａ的
网格．最方便的方案应可取为，在 离散时仍运用
ａ的三角形元，但用６点元的２次函数插值．这就
是在每条边的中点增加一点．当然是ｗ的线性
函数，ωａ－ｃ也是．这样计算的矩阵就不会出现
负的了．不过当 ωａ－ｃ＝０时，因为 ａ的线性插
值而２次元插值时也是线性，故仍可能出现０
本征值．此时，计算时产生的数值误差，也可能造成
麻烦．比较保险的方法是将 Ｍｒ阵加上一个小的对
角矩阵ε′Ｉ，其中ε′是一个很小的数值，而又不至于
产生很多误差．这样可免除数值计算中的麻烦．

算例１　考虑矩形腔体，横截面尺寸为１ｃｍ×
１．１ｃｍ．有限元网格如图１和图２所示，采用平面三
角形单元．图１网格是米字形，图２网格为龟背形．
按这两种网格分别计算，一是用以考核本文方法的

正确及计算精度，二是考察不同网格对计算精度的

影响．表１给出了该共振腔本征值问题的解析解和
本文提出的对偶节点有限元采用三角形单元计算

的前８个本征值的计算结果．

图１　米字形网格

Ｆｉｇ．１　Ｍｉ－ｓｈａｐｅｄｍｅｓｈ

图２　龟背形网格

Ｆｉｇ．２　Ｔｕｒｔｌｅ－ｓｈａｐｅｄｍｅｓｈ

４
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表１　矩形共振腔ｋ０＝（εμ）
１／２ω的最低８个本征值的

计算结果（单位：ｃｍ－１）

Ｔａｂｌｅ１　Ｅｉｇｈｔｌｏｗｅｓｔｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｋ０ｏｆ

ａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃａｖｉｔｙ

２５ｎｏｄｅｓ，３２ｅｌｅｍｅｎｔｓ ８１ｎｏｄｅｓ，１２８ｅｌｅｍｅｎｔｓ
Ｎｏ．ＭｏｄｅＡｎａｌｙｔｉｃａｌＭｉｓｈａｐｅｄＴｕｒｔｌｅｓｈａｐｅｄＭｉｓｈａｐｅｄＴｕｒｔｌｅｓｈａｐｅｄ
１ ＴＥ１０ ２．８５６０ ２．８５０９ ２．８４９６ ２．８５５７ ２．８５５６
２ ＴＥ０１ ３．１４１６ ３．１３６０ ３．１３４５ ３．１４１３ ３．１４１２
３ ＴＥ１１ ４．２４５７ ４．２２７６ ４．２１０６ ４．２４４６ ４．２４３９
４ＴＭ１１ ４．２４５７ ４．２７５２ ４．２２７２ ４．２５２０ ４．２４５４
５ ＴＥ２０ ５．７１２０ ５．４９７７ ５．４５７６ ５．７０１８ ５．７０１０
６ ＴＥ０２ ６．２８３２ ５．９５８７ ５．９７２１ ６．２７１９ ６．２７１０
７ ＴＥ２１ ６．５１８９ ６．０４７４ ６．００１５ ６．５１５７ ６．５０２１
８ＴＭ２１ ６．５１８９ ６．３３１７ ６．０９１６ ６．５２４０ ６．５０２５

由表１可以看出，本文提出的对偶节点有限
元，由于引入了Ｌｏｒｅｎｔｚ条件，非零伪解现象完全消
失．解析解和数值解一一对应，并随着网格的细分，
计算精度令人满意，并且不同的网格划分形式对计

算精度影响不大．
算例２　为了说明本文的对偶有限元具有处

理任意几何形状的能力，考虑圆柱形谐振腔，横截

面半径为ｒ＝０．５ｃｍ，有限元网格划分如图３所示，
共８１个节点、１２８个单元．分别按（２３）式的二类变
量ａ，和（２１）式的三类变量 ｈ，ａ，离散处理，前
１０个最低本征值的计算结果见表２．

表２　圆柱形共振腔ｋ０＝（εμ）
１／２ω的最低１０个

非零本征值的计算结果（单位：ｃｍ－１）

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｅｎｌｏｗｅｓｔｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｋ０ｏｆａｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙ

Ｎｏ． ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ ｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ
１ ３．６８２（ＴＥ１１） ３．９４９６５ ３．９４２８０
２ ３．６８２（ＴＥ１１） ３．９４９６５ ３．９４２８０
３ ４．８１０（ＴＭ０１） ４．８４８３３ ４．８２３７１
４ ６．１０８（ＴＥ２１） ６．０６４６６ ６．４３８１１
５ ６．１０８（ＴＥ２１） ６．０６４６６ ６．４３８１１
６ ７．６６４（ＴＥ０１） ７．８９９１５ ７．６７２７１
７ ７．６６４（ＴＭ１１） ７．９２９２７ ７．６７５８０
８ ７．６６４（ＴＭ１１） ７．９２９２７ ７．６７５８０
９ ８．４０２（ＴＥ１２） ８．３９２４１ ８．９５９９７
１０８．４０２（ＴＥ１２） ８．３９２４１ ８．９５９９７

注：ＴＥｎｙｏｒＴＭｎｙ：ｎ代表 ｃｏｓｎθ；ｎ＝０代表轴
对称，否则必然是重根；而ｙ代表Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊ′ｎｏｒ
Ｊｎ的第ｙ号根．

算例３　为了说明本文的对偶节点有限元法
可以处理各种形状的截面，特别给出了如图３所示
的横截面有一槽形的共振腔算例．

有限元计算时，分别划分了６５个节点、９６个

单元和２２５个节点、３８４个单元两种情况．图４给出
的是６５节点的有限元网格划分．因为没有解析解，
故采用不同密度网格的结果进行对比．表３给出了
６个最低非零本征值的计算结果．

图３　圆形横截面有限元网络

Ｆｉｇ．３　ｃｉｒｃｕｌａｒｓｅｃｔｉｏｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｓｈ

图４　横截面为槽形的腔体示意图

Ｆｉｇ．４　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆａｒｉｇｉｄｃａｖｉｔｙ

表３　槽形截面ｋ０＝（εμ）
１／２ω的最低６个非零本征值

计算结果（单位：ｃｍ－１）

Ｔａｂｌｅ２　Ｓｉｘｌｏｗｅｓｔｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｋ０ｏｆ

ａｒｉｇｉｄｃａｖｉｔｙ

Ｎｏ． ６５ｎｏｄｅｓ，９６ｅｌｅｍｅｎｔｓ ２２５ｎｏｄｅｓ，３８４ｅｌｅｍｅｎｔｓ
１ ２．８９１８５ ２．８９５６８
２ ６．１７３５８ ６．１８５０４
３ ６．６６３２２ ６．６７１７４
４ ６．８１７１２ ６．８３７６４
５ ７．３０５１３ ７．５４４３９
６ ７．４８６６１ ７．６４６４２

由该算例可以看到，本文提出的对偶节点有限

元法，在处理场有奇异性问题时，依然有效．而且随
着网格不断加密，计算精度将随之提高．

同样的例题，若按变分原理（２３）式，而非（２１）
式进行离散处理，则数值计算结果将略偏大．

本文的算例全部是二维平面问题，相当于波导

问题．但本文的推导全部是三维的，对三维问题完
全适用．

５
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４　结束语

电磁波的有限元分析是非常重要的课题．专著
［２］给出的电磁节点有限元分析采用的一类变量
的列式，有Ｃ１连续性的困难和伪解问题，因此采用
了棱边元来解决．但棱边元分析毕竟不如节点元方
便．针对此问题，本文采用 Ｌｏｒｅｎｔｚ公式的表达，给
出了电磁场在频域的变分原理，其对应的节点有限

元就消除了Ｃ１连续性和伪解的难点．数值例题表
明了其有效性．
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