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一类经济模型的分岔周期解

李静

（解放军理工大学数理系，南京　２１１１０１）

摘要　讨论了一类经济模型的稳定性及Ｈｏｐｆ分岔．根据特征根给出系统失稳的条件后，利用伪振子法和迭

代法得到了Ｈｏｐｆ分岔的方向以及周期解的振幅估计，计算式较简洁，最后的数值算例很好地验证了方法的

准确性．特别地，当周期解振幅较大时，迭代法的估算更准确．尽管系统失稳后，产生分岔周期解，但适当调

整参数大小，仍然可以保证周期解稳定，也就意味着经济的良性发展．
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引 言

经济周期，也称经济循环或商业循环，是经济

中不可避免的波动，它常以国民收入的波动为核

心，反应国民收入及经济活动的周期性波动，同时

每个周期又都是繁荣与萧条的交替．英国经济学家
Ｊ．Ｍ．Ｋｅｙｎｅｓ创立的宏观经济学被称为二十世纪人
类知识界的三大革命之一，他最早提出乘数理论，

但遗憾的是却忽略了加速数的作用，只在一般意义

上涉及经济周期波动和危机［１］．美国经济学家 Ｐ．
Ｓａｍｕｅｌｓｏｎ认为把二者结合起来才能更全面、更好
的说明收入、消费与投资的关系，他于１９３９年最早
提出了经济周期的数学模型，并说明了经济体系对

于一个小扰动就会引起大的周期性波动［２］．在
Ｋｅｙｎｅｓ的启发下，Ｎ．Ｋａｌｄｏｒ建立了非线性的投资
和消费函数［３］．英国经济学家Ｊ．Ｈｉｃｋｓ用精确的乘
数加速数模型，系统地说明了经济周期形成的原
因［４］．Ｒ．Ｍ．Ｇｏｏｄｗｉｎ研究了一个非线性经济周期
模型，并讨论了平衡点失稳及极限环的不稳定情

形［５］．２００３年Ｔ．Ｐｕｕ结合Ｈｉｃｋｓ的消费函数思想，
提出了更加合理的具有立方非线性项的投资函数

并研究了此模型的分岔、混沌等动力学行为［６］［７］，

该模型一直受到广泛关注．
按照非线性动力学理论，经济的周期性波动对

应于非线性动力系统的 Ｈｏｐｆ分岔产生的周期运
动，通常采用中心流形约化法、奇异摄动法来研究．
经济平稳运行要求振动幅值较小，因此确定一个足

够精确又足够简洁的幅值估计式对认识分岔周期

解具有重要的意义．论文［８］应用范式理论和中心
流形约化法讨论了平衡点的稳定性和 Ｈｏｐｆ分岔的
存在性及分岔方向，论文［９］应用中心流形约化法
研究了该社会经济系统的动力学行为．论文［１０］
应用平均法和李雅普诺夫指数法研究了含时滞项

的经济模型，论文［１１］应用数值法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数法讨论了改进的非线性动力学经济周期系统．其
中，中心流形方法［８］［９］［１２］［１３］是文献中分析 Ｈｏｐｆ分
岔问题时普遍采用的一种方法，但该方法的计算过

程复杂，计算量大，且计算精度未必高［１４］［１５］．为了
克服中心流形方法计算中的复杂性，论文［１６］对
标量时滞微分方程的Ｈｏｐｆ分岔提出了一种简单有
效的分析方法伪振子分析法，其计算过程简单，计
算量小，且常常具有很高的计算精度．针对伪振子
分析法难以直接应用于方程组的情形，论文［１７］
提出用迭代法求解由 Ｈｏｐｆ分岔产生的周期解．对
标量微分方程，伪振子分析法和迭代法本质上是

一致的，可得到完全相同的结果．
伪振子分析法［１５］［１６］［１８］［１９］和迭代法［１７］［２０］最

初是为了减小时滞微分方程在 Ｈｏｐｆ分岔周期解分
析过程中的复杂性而提出来的，实际上，这两种方

法也同样适合无时滞的微分方程的 Ｈｏｐｆ分岔分
析．本文的目的是针对方文轩［９］讨论的经济学模

型，

ｘ̈＋（１－ａ）ｘ＋（１＋ａ）ｘ３＋ｂｘ＝０ （１）
应用伪振子法和迭代法来分析这个非线性常微分
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方程的Ｈｏｐｆ分岔和周期解．这里ｘ表示收入，参数
ａ表示加速数ｖ（也称投资系数）与边际储蓄倾向ｓ
的差（一般ｖ＞１），而 ｂ代表储蓄率，并且满足 ａ＞
０，ｂ＞０．

本文主要分为以下四部分：首先用伪振子法

讨论系统失稳后，Ｈｏｐｆ分岔点附件的局部动力学
行为，即分岔方向，周期解的振幅和稳定性；第二节

当周期解振幅较大时，伪振子法的结论较粗糙，则

选取恰当的迭代序列来计算周期解；第三节给出了

具体的数值算例，并结合图形说明结论的准确性；

最后是结论．

１　伪振子法

我们先从该经济模型的方程出发，确定系统保

持稳定的条件．讨论动力系统稳定性，最常用的方
法就是判断它的特征根：如果所有特征根都具有负

实部，那么系统稳定．计算（１）式的特征多项式为

Δ（λ）＝λ２＋（１－ａ）λ＋ｂ （２）
此多项式为一元二次函数，由根与系数关系可知，

当ａ＜１时，全体特征根都具有负实部，从而系统的
平凡解渐近稳定．

下面考虑临界稳定，也就是稳定性即将发生改

变的临界情形．假设特征方程有一对共轭的纯虚根

λ＝±ｉω（ω＞０），代入（２）式得 Δ（±ｉω）＝０并分
离实虚部得到

ω２＝ｂ
（１－ａ）ω＝{ ０

（３）

计算知（２）式有一对纯虚根λ 槡＝±ｉｂ，这里ω

槡＝ｂ＞０，此时参数满足 ａ＝１，也就是特征方程有
纯虚根，表明系统处于临界稳定状态，将会发生稳

定性切换．对比模型中的参数，当加速数与边际储
蓄倾向的差为１时，本来稳定的经济系统就会出现
不稳定情形．

伪振子法［１５］［１６］［１８］［１９］的主要思路是建立与

（１）式有关的伪振子系统，然后利用该系统来研究
（１）式的局部动力学行为，也就是Ｈｏｐｆ分岔点附近
的动力学行为．该方法包括三步：

（一）首先由无阻尼系统 ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＝０（其

中ω０ 槡＝ｂ＞０），加以小扰动后建立伪振子方程如
下，

ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＋［（１－ａ）ｘ（ｔ）＋

　（１＋ａ）ｘ３（ｔ）＋ｂｘ（ｔ）－ω２０ｘ（ｔ）］＝０ （４）
为书写简便，令

（ｔ）＝（１－ａ）ｘ（ｔ）＋（１＋ａ）ｘ３（ｔ）＋
　　ｂｘ（ｔ）－ω２０ｘ（ｔ）

因为我们只考虑系统在Ｈｏｐｆ分岔点附近的局部动
力学行为，对充分小的｜ε｜≠０，（４）式也就是（１）式
的解可写成ｘ≈ｘ０＝ｒｃｏｓ（ω０ｔ＋θ）．

（二）（１）式与（４）式的能量函数等价，即

Ｅ＝１２ｘ
２＋１２ω

２
０ｘ
２

等式两边分别对 ｔ求导，则（１）式的伪功函数可以
用（４）式的功函数来定义，即

ｄＥ
ｄｔ（１）

＝－（ｔ）·ｘ（ｔ）

在（１）式的Ｈｏｐｆ分岔点附近，解的主要部分是ｘ０＝
ｒｃｏｓ（ω０ｔ＋θ），且 （ｔ）近似等于０，所以功函数的
主要部分是以 Ｔ＝２π／ω０为周期且变化缓慢的周
期函数．类似于平均法，我们采用一个周期内的平
均功函数来代替功函数，即

ｄＥ
ｄｔ（１）

＝ｈ（ｒ）＋ｏ（ε）

其中ｈ（ｒ）是（１）式的平均伪功函数，即

ｈ（ｒ）＝－１Ｔ∫
Ｔ
０［（ｔ）·ｘ（ｔ）］ｄｔ

计算得该经济模型的平均功函数为

ｈ（ｒ）＝－３８ｂ
２（１＋ａ）ｒ４＋１２ｂ（ａ－１）ｒ

２ （５）

（三）当且仅当 ａ＞１时，ｈ（ｒ）＝０有且只有一
个正根，因此系统发生超临界分岔．此正根可记作

ｒ０＝２
ａ－１

３ｂ（ａ＋１槡 ）
（６）

此时，系统有周期解 ｘ（ｔ）≈ｘ０（ｔ）＝ｒ０ｃｏｓ（槡ｂｔ）．当
ａ＞１且ａ－１较小时，显然 ｈ＂（０）＝ｂ（ａ－１）＞０，
则平均伪功函数局部负定，即平凡解 ｒ＝０不稳定．

此时，ｈ（ｒ）＝０有正根 ｒ０，且 ｈ′（ｒ０）＝－
２槡ｂ

槡３

（ａ－１）３
ａ＋槡 １ ＜０成立，则正根 ｒ０稳定，于是系统的分

岔周期解稳定．这表明尽管经济模型发生分岔，但
仍表现出一定规律的周期性，也就意味着经济开始

呈现相对稳定的周期行为．例如，中国国民经济计
划的一部分—五年计划，就是国家依据国民经济重

要关系等作出的规划，近似于以五年为一个周期，

１８３



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１０年第８卷

且每个周期都制定了相应方案，提出了预期目标．

２　迭代法

以上过程表明伪振子分析法简单易操作，但对

振幅有较高要求．换言之，当分岔周期解的振幅较
大时，前面对功函数的估计就比较粗糙，导致误差

较大，肯定就会影响周期解的精度．其实周期解的
振幅仅从迭代法［１７］［２０］也可得到，并通过恰当的迭

代修正伪振子法的结果，从而进一步提高计算精

度．其中伪振子分析法中的平均伪功函数 ｈ（ｒ）＝０
等价于下面的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ条件．根据该模型，迭代序
列可设为

ｘ̈ｎ＋１（ｔ）＝－（１－ａ）ｘｎ（ｔ）－

　　（１＋ａ）ｘ３ｎ（ｔ）－ｂｘｎ（ｔ） （７）

选择ｘ０（ｔ）＝ｒｃｏｓ（槡ｂｔ）作为初始值开始迭代，由此
得到第一次迭代

ｘ̈１（ｔ）＝－ｒｃｏｓ（槡ｂｔ）ｂ＋
ｒ
４槡ｂ［３ｂ（ａ＋１）ｒ

２－

　　４（ａ－１）］ｓｉｎ（槡ｂｔ）－

　　ｒ
３

４ ｂ槡
３（ａ＋１）ｓｉｎ（３槡ｂｔ） （８）

一般来说，残差力（ｔ）＝ｘ̈１－ｘ̈０≠０，当然它沿
一小段距离δｘ所作的功（ｔ）·δｘ≠０，但我们可以
适当选择振幅 ｒ使得残差力在一个周期内所做的
平均虚功为 ０，则有方程的解满足 Ｇａｌｅｒｋｉｎ型条
件［２１］，即

∫
Ｔ

０
（̈ｘ１－ｘ̈０）ｓｉｎ（ωｔ）ｄｔ＝０ （９）

可以得到

３
４ｂ（ａ＋１）ｒ

３－（ａ－１）ｒ＝０ （１０）

（１０）式左端的表达式恰好就是伪振子法中的功函
数（最多差一个常数倍），即上式等价于 ｈ（ｒ）＝０，
与伪振子法的结论相符．变换初始相位后，周期解
可定义为

ｘ（ｔ）≈ｘ１（ｔ）＝ｒ０ｃｏｓ（槡ｂｔ）＋

　　１３６ｒ
３
０（ａ＋１）槡ｂｓｉｎ（３槡ｂｔ）

显然，这个表达式较伪振子法的结果ｘ（ｔ）≈ｘ０
（ｔ）＝ｒ０ｃｏｓ（槡ｂｔ）更精确（具体精度的比较在后面的
数值算例中给出），分岔的方向和周期解的稳定性

则仍依据前面的伪振子分析法判断．进一步，经济

波动较小意味着周期解的振幅较小，如果 ｒ０像我
们预想的足够小，则表达式后面的高阶项对周期解

的影响也很小，此时直接取伪振子法的结论就足够

精确；反过来，如果振幅较大，则伪振子法的结论就

有较大的误差．

３　数值算例

为检验以上的分析，考虑固定参数 ｂ时，系统
在ａ＝１处，发生Ｈｏｐｆ分岔的局部动力学行为．图１
和图２分别为参数 ｂ＝１和 ｂ＝１０的分岔图，伪振
子法和迭代法的结果都能较好的和数值结果吻合，

但随着振幅的增加，相比较而言迭代法更精确．当
然，我们不管用什么方法分析的都是分岔点附近的

局部动力学行为，所以随着振幅的增大，误差都是

较大的．以下图形均使用数学软件 ＸＰＰＡＵＴ，其中
分岔图中周期解的数值结果是采用步长为０．００１
的Ｒｕｎｇｅ—Ｋｕｔｔａ积分得到的．

图１　ｂ＝１，比较三种结果的系统分岔图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｖｓａｏｆＥｑ．（１）

ｂｙｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｂ＝１

图２　ｂ＝１０，比较三种结果的系统分岔图

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｖｓａｏｆＥｑ．（１）

ｂｙｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｂ＝１０

当ａ＞１时系统失稳，图３和图４分别是ａ＝０．
８和ａ＝１．１时的时间历程图，很好的说明了当系
统从稳定到不稳定状态的变化，从而产生分岔周期

解．且在分岔点附近有ｈ′（ｒ０）＜０，从而分岔周期解
是稳定的（如图４）．

２８３



第４期 李静：一类经济模型的分岔周期解

图３　ａ＝０．８，ｂ＝１时的时间历程图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｘｗｈｅｎｂ＝１ａｎｄａ＝０．８

图４　ａ＝１．１，ｂ＝１时的时间历程图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｘｗｈｅｎｂ＝１ａｎｄａ＝１．１

经济平稳运行意味着周期解的振幅较小为好，

换个形式考察振幅，由于它和两个参数有关，所以

把（６）式改写为

ｒ０＝
２

槡３
１

槡ｂ
ａ－１
ａ＋槡 １

显然，对固定的ａ，参数ｂ越大，分岔周期解的
振幅越小．特别地，理论上来说，当 ａ足够大，也就
是当加速数远远大于边际储蓄倾向时，即表达式

（ａ－１）／（ａ＋１槡 ）逐渐趋于１，这时ａ对振幅的影响

就非常微小了，但事实上这个表示资本—产出比率

的加速数不可能无限增大，所以加速数还是大大地

影响着周期解的振幅，且与振幅成正比．周期解的振
幅越小，也就表明经济就会越平稳地运行．相较文
［９］，本文更详细地分析了各因素对经济系统发展的

作用和影响，也给政府和相关部门提供了参考．

４　结论

本文研究了一类具有常微分方程的经济模型，

首先采用了一种过程较简单的伪振子分析法，借助

平均法的思想通过伪功函数就可判断系统失稳后

发生Ｈｏｐｆ分岔的局部动力学行为，包括分岔方向、
周期解的振幅和稳定性．但是如果振幅较大，该方

法对周期解的估计较粗糙．而迭代法则更加精确了
周期解的振幅估计，并且只要选择恰当的初始值，

只需建立一次迭代序列，然后利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ条件就
可得到足够精确的估计式．事实上 Ｇａｌｅｒｋｉｎ条件也
就等价于伪振子法中的ｈ（ｒ）＝０．尽管该模型已被
研究过很多次，但相较而言文中的两种方法更简单

明了，且详细讨论了影响经济稳定性的主要因素，

控制经济系统的失稳，进一步如果系统发生分岔，

我们也可以事先预测，并加以适当调整和干预，使

经济尽可能的波动较小．
对照模型中参数对方程的影响，政府可以通过

干预经济的政策来影响经济周期的波动．二十一世
纪以来，我国居民已经有提前消费、借贷消费（房

奴、车奴）等行为，而掌握社会九成财富的超级富豪

们更是大搞投资，加上银行利率的不断下调以及利

息税的出现，把钱存在银行的人已经越来越少，我

国目前的储蓄倾向ｓ较八九十年代已经很低．政府
则可以适当调控居民的收入与投资比例，调节加速

数，适当控制差值的大小，使得波动不会太大，从而

经济可以相对平稳地稳定和发展．进一步，政府可
以适当地进行干预以减轻经济周期的破坏性，甚至

能够消除恶劣的经济周期，实现国民经济持续稳定

的增长．
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