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切换单摆无界轨道的存在性
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摘要　研究一类最简单的切换哈密顿系统，即只在重力作用下的切换单摆的动力学性质．利用每个切换子

系统的哈密顿函数，我们发现切换单摆的动力学行为比单摆复杂的多．切换单摆不仅仅有不稳定的平衡点、

周期轨道，它还存在着无界轨道．
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引 言

非光滑系统动力学问题近年来一直受到学者

们的关注．非光滑系统的研究能引起如此广泛兴趣
的最主要原因是它能恰当地描述众多自然物理过

程，同时在实际工程设备中往往存在着切换、冲击

等非光滑因素［１］．电路中开关、二极管、晶体管等设
备［２－４］，力学系统中的碰撞、冲击、干摩擦等因

素［５－６］，悬索桥模型［７］、震动模型［８］、走路模型［９］以

及社会模型、经济模型等［１０］都是非光滑的．
哈密顿系统是非线性科学研究中的重要领域．

由于天体力学、等离子物理、航天科学以及生物工

程中的很多模型都是以哈密顿系统或其扰动的形

式出现，因此该领域的研究多年来长盛不衰．
本文研究了一类典型的非光滑动力系统，即最

简单的切换哈密顿系统———切换单摆的动力学行

为．我们希望可以从中得到启示，以便于了解和研
究更复杂的切换哈密顿系统．

１　模型与方法

本文研究如图１所示的切换单摆的动力学行
为．切换单摆由质量为１的小球和质量忽略不计的
非弹性杆组成且在垂直平面上自由运动．杆的一端
固定在垂直平面上的某一点，设θ为杆与过该点的
垂线的夹角．在杆的一端安装一个小马达以便于瞬
间改变杆长．假设切换摆的摆长在左半平面为１，
右半平面为ｌ（ｌ≠１）．

不考虑摩擦力的作用，因此该切换摆的系统方

程可以表示为

θ¨＋ｇｓｉｎθ＝０　θｍｏｄ（２π）＞π

θ¨＋ｇｌｓｉｎθ＝０　θｍｏｄ（２π）＜
{ π

（１）

图１　切换单摆的模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｗｉｔｃｈｅｄｓｉｍｐｌｅｐｅｎｄｕｌｕｍ

利用坐标变换ｘ＝θ，ｙ＝θ· 将方程（１）改写为

ｘ( )ｙ＝
ｙ
－ｇｓｉｎ( )ｘ　ｘｍｏｄ（２π）＞π
ｙ
－δｓｉｎ( )ｘ　ｘｍｏｄ（２π）＜









 π

（２）

其中δ＝ｇｌ．显然左／右子系统都是哈密顿系统，其

哈密顿函数Ｈ（ｘ，ｙ）／Ｈ（ｘ，ｙ）分别为

Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｙ
２

２－ｇｃｏｓｘ， （３ａ）

Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｙ
２

２－δｃｏｓｘ （３ｂ）

对于哈密顿系统，我们知道下面这个事实：

命题１　［１１］哈密顿向量场（４）的轨线是哈密
顿函数Ｈ（ｘ，ｙ）的水平集
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ｘ＝Ｈ
ｙ
，　ｙ＝－Ｈ

ｘ
（４）

我们利用这个结果来研究切换摆的动力学行为，可

以得到下面的结论．

２　无界轨道的存在性

不失一般性，假设切换摆的初始状态为（ｘ０，

ｙ０），其中ｘ０∈（－π，０），ｙ０＞０．设

ｆ１（ｘ０，ｙ０）＝
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０），

ｆ２（ｘ０，ｙ０）＝
ｙ２０
２－ｇ（１＋ｃｏｓｘ０）

命题２　当ｌ＜１，即 δ＞ｇ时，切换单摆会有以
下几种运动情况：

（１）当ｆ１＝２δ＋２ｎ（δ－ｇ），ｎ＝０，１，２，…，ｎ∈Ｚ
时，切换摆逆时针旋转 ｎ圈后停在最高点，即切换
摆到达平衡点ｘ（２ｎ＋１）π时的速度为０；

（２）当ｆ１＜２δ且ｆ２＝０时，切换摆运动到 ｘ＝π

－ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２δ
＋ｇ
δ
（１－ｃｏｓｘ０）－１］后顺时针运动直

至停在最高点，即切换摆到达平衡点 ｘ＝－π时速
度为０；

（３）当 ｆ１＜２δ且 ｆ２＜０时，切换摆做周期运
动；

（４）当２δ＋２（ｎ－１）（δ－ｇ）＜ｆ１＜２δ＋２ｎ（δ－

ｇ），ｎ＝１，２，３，…，ｎ∈Ｚ＋或 ｆ１＜２δ且 ｆ２＞０时，切
换摆先逆时针旋转而后顺时针旋转，且顺时针经过

ｘｍｏｄ（２π）＝０时的速度越来越大．
证明　设小球第 ｉ次经过最低点和最高点的

角速度分别为ｕｉ和ｖｉ．根据命题１，由Ｈ（ｘ，ｙ）得

ｕ１＝ ２
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０( )槡

） （５）

此时杆长立即从１变成 ｌ，系统瞬时切换成右半子
系统．根据命题１，由Ｈ（ｘ，ｙ）得

ｕ２１
２－δ＝

珓ｙ２
２－δｃｏｓ珓ｘ （６）

其中（珓ｘ，珓ｙ）是位于右半平面的某个状态．解方程
（６），我们发现

⑴ 当ｆ１＝２δ时，（π，０）是方程（６）的一个解，
即切换摆运动到最高点（ｘ＝π）时的速度为０；

⑵ 当 ｆ１＜２δ时，（π－ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２δ
＋ｇ
δ
（１－

ｃｏｓｘ０）－１］，０）是方程（６）的一个解，这表示切换摆

运动到ｘ＝π－ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２δ
＋ｇ
δ
（１－ｃｏｓｘ０）－１］时的

速度为０，在重力的作用下切换摆将顺时针运动．
当它再次经过 ｘ＝０时的角速度 ｕ２＝－ｕ１，此刻摆
长迅速切换成１．根据命题１，由Ｈ（ｘ，ｙ）得

ｕ２２
２－ｇ＝^

ｙ２
２－ｇｃｏｓ^ｘ （７）

其中（^ｘ，^ｙ）是位于左半平面的某个状态．解方程
（７）得到

（ａ）当ｆ２＝０时，（－π，０）是方程（７）的一个
解，即切换摆顺时针运动到ｘ＝－π时的速度为０；

（ｂ）当ｆ２＜０时，（ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２ｇ－ｃｏｓｘ０］－π，０）

是方程（７）的一个解．这表明切换摆做周期运动，
且左／右振幅分别为

ＡＬ＝π－ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２ｇ－ｃｏｓｘ０］ （８ａ）

ＡＲ＝π－ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２δ
＋ｇ
δ
（１－ｃｏｓｘ０）－１］ （８ｂ）

（ｃ）当ｆ２＞０时，切换摆运动到ｘ＝－π时的角
速度为

ｖ１＝－ ２
ｙ２０
２－ｇ（１＋ｃｏｓｘ０）＋２( )槡 δ （９）

此时摆长瞬时切换成ｌ，利用得到Ｈ（ｘ，ｙ）

ｕ３＝－ ２
ｙ２０
２－ｇ（１＋ｃｏｓｘ０）＋２( )槡 δ （１０）

用相同的步骤和方法可以得到一个无穷的角

速度序列，，其中满足

ｕｉ＝－２
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０）＋２（ｉ－２）（δ－ｇ( )槡

）

（１１）

‖ｕｉ‖＞‖ｕｉ－１‖显然成立．

⑶ 当ｆ１＞２δ时，切换摆运动到ｘ＝π时的速度

为ｖ１＝ ２
ｙ２０
２－ｇ（１＋ｃｏｓｘ０）＋２( )槡 δ．此时摆长迅速

切换到１，由Ｈ（ｘ，ｙ）得

ｕ２＝ ２
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０）－２δ＋２( )槡

ｇ （１２）

① 当ｆ１＜４δ－２ｇ时，切换摆运动到 珓ｘ＝３π－

ａｒｃｃｏｓ［
ｙ２０
２δ
＋ｇ
δ
（１－ｃｏｓｘ０）＋

２ｇ
δ
－３］时的速度为０，

６６３
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随后在重力的作用下顺时针运动．此时有 ｆ２＞０成
立，这样其运动雷同于上述的情形（ｃ）．

② 当ｆ１＝４δ－２ｇ时，切换摆运动到 ｘ＝３π时
的速度为０．

③ 当ｆ１＞４δ－２ｇ时，可以得到

ｖ２＝ ２
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０）＋２ｇ－４( )槡 δ，

ｕ３＝ ２
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０）－４δ＋４( )槡

ｇ

与上文类似的分析可得当ｆ１＝２δ＋２ｎ（δ－ｇ）时，切
换摆运动到ｘ＝（２ｎ＋１）π时的速度为０．当２δ＋２
（ｎ－１）（δ－ｇ）＜ｆ１＜２δ＋２ｎ（δ－ｇ）时，切换摆的运
动雷同于上述的情形（ｃ）．

注１　当切换摆的初始状态满足某些条件时，
其对应的轨道是无界的．根据式（１１），一旦切换摆
的轨道是无界的，切换摆每旋转一圈其角速度平方

的最大值（即ｕ２ｉ）将会增加２（δ－ｇ）．
命题３　当ｌ＞，即δ＜ｇ时，切换单摆会有以下

几种运动情况：

（１）当ｆ１＝２δ时，切换单摆运动到时的速度为
０；

（２）当ｆ１＜２δ时，切换摆做周期运动；
（３）当ｆ１＞２δ时，切换单摆逆时针旋转，且经

过ｘｍｏｄ（２π）＝０时的速度越来越大．
证明　当ｆ１＝２δ时，证明过程与上文一致．
当ｆ１＜２δ时，因为δ＜ｇ所以ｆ２＜０成立．因此，

切换摆的运动只有上文的情形（ｂ）．
当１＞２δ时，利用Ｈ（ｘ，ｙ）和 Ｈ（ｘ，ｙ）可以得到

一个无穷的角速度序列｛ｕｉ｝ｉ＝１，２，３，…，其中 ｕｉ
的定义与上文一致且满足

ｕｉ＝ ２
ｙ２０
２＋ｇ（１－ｃｏｓｘ０）＋２（ｉ－１）（ｇ－δ( )槡

）

（１３）

‖ｕｉ‖＞‖ｕｉ－１‖显然成立．
注２　当切换摆的初始状态满足某些条件时，

其对应的轨道是无界的．根据式（１３），一旦切换摆
的轨道是无界的，切换摆每旋转一圈其角速度平方

的最大值（即ｕ２ｉ）将会增加２（ｇ－δ）．

３　数值仿真

我们用两个数值例子来说明上述结论的正确性．

例１　取ｌ＝２３，则切换单摆的系统方程可表

示为

ｘ( )ｙ＝
ｙ
－１０ｓｉｎ( )ｘ　ｘｍｏｄ（２π）＞π
ｙ
－１５ｓｉｎ( )ｘ　ｘｍｏｄ（２π）＜









 π

（１４）

图２是系统（１４）的相图．图中的虚线表示切
换边界，由于θ（即图中的 ｘ）是以２π为周期的，我
们只给出了两个周期内的状态图．图中存在周期
轨，最终趋于平衡点的轨道以及先逆时针运动后顺

时针过ｘｍｏｄ（２π）＝０时角速度（即图中的ｙ）越来
越大的轨道．这与命题２的结论一致．

图２　系统（１４）的相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｓｙｓｔｅｍ（１４）

例２　取ｌ＝４３，则切换单摆的系统方程可表

示为

ｘ( )ｙ＝
ｙ
－１０ｓｉｎ( )ｘ　ｘｍｏｄ（２π）＞π
ｙ
－７．５ｓｉｎ( )ｘ　ｘｍｏｄ（２π）＜









 π

（１５）

图３　系统（１５）的相图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｓｙｓｔｅｍ（１５）

图３是系统（１５）的相图．图中的虚线表示切换边

７６３
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界，我们同样只给出了两个周期内的状态图．图中
除了有周期轨，最终趋于平衡点的轨道外，还有逆

时针过ｘｍｏｄ（２π）＝０时角速度越来越大的轨道．
这与命题３的结论一致．

４　结束语

以每个子系统的哈密顿函数为基础，分别对 ｌ
＜１和ｌ＞１条件下的切换单摆的运动情况进行分
析，并对具体的实例进行数值计算，其仿真结果与

得到的结论一致．从切换单摆的动力学分析中得知
切换单摆除了有周期解之外还存在着不稳定的平

衡状态和无界解，后者尤其值得注意．我们希望这
些结果对研究多自由度的切换哈密顿系统具有一

定的启示．
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