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基于微分反馈法的随机受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的混沌控制

赵婷婷　马少娟
（北方民族大学信息与计算科学学院，银川　７５００２１）

摘要　研究了一个随机参数受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的非线性微分反馈控制，首先将其用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼

近得到扩阶的等价确定性系统，然后设计了非线性微分反馈控制器，使得混沌的受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型被稳定

在了某一条不稳定的周期轨道上．数值结果验证了方法的有效性．
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引 言

混沌理论的研究是一个极富挑战性的具有交

叉学科性质的重大课题，具有巨大的应用潜力．特
别是２０世纪９０年代以来混沌控制的突破性进展，
得到了许多有关混沌控制的研究成果．这些成果不
仅丰富了混沌理论，而且在保密通信［１－３］、非线性

电路、人体生命科学、神经网络［４－８］、激光、化学反

应过程、流体力学、非线性机械故障诊断系统、天体

力学、等离子体和强流离子束等众多的科学领域已

经取得初步成果并展现出了十分诱人的应用前景．
目前国内外学术界发表了许多有关控制混沌

系统和混沌现象方面的论文，提出了各种不同的混

沌控制方法，譬如直接观测法、分频采样法、庞加莱

截面法、参数扰动ＯＧＹ的各种改进法［９］、纳入轨道

和强迫迁徙法［１０－１２］、弱周期扰动、偶然正比技术

（ＯＰＦ技术）法［１３］、跟踪法、连续变量反馈法［１４］、正

比变量脉冲反馈法、随机控制方法［１５］、直接反馈

法、变量反馈法、自适应控制法［１６－１８］、振荡吸收

法［１９］、参数共振法［２０］、工程反馈控制法、分布参数

系统的人工智能控制（包括神经网络和随机控制方

法的尝试）等等．从非线性系统的类型上说，有些方
法适用于离散非线性系统，有些则适用于连续非线

性系统，从控制原理上可分为微扰反馈控制及无反

馈控制法，也就是说这些方法是适用于各种情形的

混沌控制．
上面所涉及的方法大都应用在确定性系统中，

然而现实生活中很多系统都是含有随机参数或外

界随机激励或二者皆有，通常称为随机系统．文献
［２１，２２］应用正交多项式展开理论对非线性随机
参数系统的混沌进行了研究．在随机参数或外界随
机激励非线性系统中，随机混沌系统的每一个样本

都是确定性混沌运动，因此，随机系统的混沌控制

也就意味着对它的每个确定性样本进行控制．这
样，所有确定性混沌的控制方法，都可以用于随机

系统的混沌控制．由于非线性随机参数动力系统的
混沌有着与确定性不同的特性，因此对其的控制研

究还需要更多的探索．
本文将讨论随机参数受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的

非线性微分反馈控制问题．首先将具有服从拱形分
布随机参数的受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型转化为与其等
价的确定性扩阶系统，其次采用了非线性微分反馈

控制法，通过调节控制强度 ｋ，找到该混沌系统的
非稳定周期轨道并且稳定它，使得系统迅速得到控

制．数值结果验证了方法的有效性．

１　受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项
式逼近

受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型为：
ｄｘ
ｄｔ＝Ａ－（Ｂ＋１）ｘ＋ｘ

２ｙ＋ｐｃｏｓωｔ，

ｄｙ
ｄｔ＝Ｂｘ－ｘ

２{ ｙ
（１）

正交多项式逼近理论中多项式基的选取依赖

于随机变量的概率密度函数，结合实际情况，本文

中选择服从拱形分布的随机变量．其概率密度函数
曲线如图１所示，表达式为
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ｐ（ξ）＝
（２／π）１－ξ槡

２　｜ξ｜≤１
０　　　　　 　｜ξ｜＞{ １

（２）

图１　随机变量ξ的拱形概率密度函数曲线图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅａｒｃｈ－ｌｉｋｅＰＤＦｃｕｒｖｅｆｏｒｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅξ

基于此类概率密度函数，可选择第二类Ｃｈｅｂｙ
ｓｈｅｖ多项式为正交多项式基，此类多项式的一般表
达式为

Ｕｌ（ξ）＝∑
［ｌ／２］

ｋ＝０
（－１）ｋ （ｌ－ｋ）！

ｋ！（ｌ－２ｋ）！（２ξ）
ｌ－２ｋ

Ｕ０（ξ）＝１，Ｕ１（ξ）＝２ξ，Ｕ２（ξ）＝４ξ
２－１，……

（３）
第二类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的循环递推公式为

ξＵ１（ξ）＝
１
２（Ｕｌ－１（ξ）＋Ｕｌ＋１（ξ）） （４）

其加权正交性可表示为

∫
１

－１

２
π
１－ξ槡

２Ｕｉ（ξ）Ｕｊ（ξ）ｄξ＝
１，ｉ＝ｊ
０，ｉ≠{ ｊ

（５）

虽然ξ在－１到 ＋１之间随机取值，但是其每
一个样本都是服从拱形分布的随机变量．因为加权
函数正好为拱形概率密度函数，即（２）式中的 ｐ

（ξ），所以（５）式左边可以认为是 Ｕｉ（ξ）Ｕｊ（ξ）乘积
的期望．在均方收敛的意义下，根据泛函分析知识
可知随机变量ξ的函数ｆ（ξ）可以展开成级数形式

　　ｆ（ξ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｘｉＵｉ（ξ）

其中，ｘｉ＝∫
１

－１
ｐ（ξ）ｆ（ξ）Ｕ（ξ）ｄξ．当函数为多个相互

独立的随机变量的可测函数时，同样也有相似的展

开式，这种展开称为随机变量函数ｆ（ξ）的正交分解．
在受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型中Ａ，ω，ｐ均为常数，假

设Ｂ是一随机变量，有表达式Ｂ＝Ｂ＋σξ，ξ为服从
［－１，１］上拱形分布的随机变量．显然，随机受迫
Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型（１）的响应是时间 ｔ和随机变量 ξ
的函数，即

ｘ＝ｘ（ｔ，ξ）

由随机函数的正交分解理论，系统（１）的响应
可以写成

　　ｘ（ｔ，ξ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）

其中Ｕｉ（ξ）为第 ｉ个 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式．Ｎ表示逼
近的展开项数，在实际计算中取有限项近似，本文

为Ｎ＝４，即

ｘ（ｔ，ξ）＝∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ） （６）

将（６）式且Ｂ＝Ｂ＋σξ代入（１）式中，有

∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＝Ａ＋ｐｃｏｓωｔ－（Ｂ＋

　σξ＋１）∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＋

　（∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ））

２∑
４

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）

∑
４

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＝（Ｂ＋σξ）∑

４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）－

　（∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ））

２∑
４

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ



















）

（７）
由Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的循环递推公式，有

σξ（∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ））＝σ（∑

４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）［Ｕｉ－１（ξ）＋

　Ｕｉ＋１（ξ））／２］ （８）
由（３）式和（５）式得如下关系式
Ｕ３０＝Ｕ０，Ｕ

２
０Ｕ１＝Ｕ１，Ｕ

２
１Ｕ２＝Ｕ４＋２Ｕ２＋Ｕ０，……

（９）

根据（９）式，并定义非线性项（∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ））

３

关于Ｕｉ（ξ）的线性组合中 Ｕｉ（ξ）的系数为 Ｘｉ（ｔ），
可由计算软件求出，如Ｍａｐｌｅ［２３］，则

（∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ））

３＝∑
１２

ｉ＝０
Ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ） （１０）

将（８），（１０）式代入（７）式中得

∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＝Ａ＋ｐｃｏｓωｔ－（Ｂ＋

　１）∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＋∑

１２

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）－

　σ∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）（Ｕｉ－１（ξ）＋Ｕｉ＋１（ξ））／２

∑
４

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＝Ｂ∑

４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）－

　∑
１２

ｉ＝０
Ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ξ）＋σ∑

４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）（Ｕｉ－１（ξ）＋

　Ｕｉ＋１（ξ））／





















２

（１１）

６５３
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将上式两边同乘以Ｕｉ（ξ），ｉ＝０，…４后关于随机变量

ξ取期望，由正交性可得与系统（１）在均方收敛意义下等
价的确定性非线性微分方程组标准化后为

　

ｄ
ｄｔｘ０（ｔ）＝－（Ｂ＋１）ｘ０＋Ｘ０－

１
２σｘ１＋Ａ＋ｐｃｏｓωｔ

ｄ
ｄｔｙ０（ｔ）＝Ｂｘ０＋

１
２σｘ１－Ｘ

{
０

……

ｄ
ｄｔｘ４（ｔ）＝－（Ｂ＋１）ｘ４＋Ｘ４－

１
２σｘ３

ｄ
ｄｔｙ４（ｔ）＝Ｂｘ４＋

１
２σｘ３－Ｘ

{

















４

（１２）
其中ｙ５（ｔ）近似取值为零．

式（６）表示随机系统的响应是随机变量Ｕ的函数，
根据随机变量样本点不同而不同，对应于Ｕ取不同值
时系统的各个样本随机响应ｘ（ｔ，ξ）是依赖于Ｕ的随机
过程，这时既可以通过式（６），也可以引入集合平均响
应，即随机响应的均值．因此随机参数受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ
模型的集合平均响应可以表示为

Ｅ［ｘ（ｔ，ξ）］＝∑
４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｅ［Ｕｉ（ξ）］＝ｘ０（ｔ）

Ｅ［ｙ（ｔ，ξ）］＝∑
４

ｊ＝０
ｙｊ（ｔ）Ｅ［Ｕｊ（ξ）］＝ｙ０（ｔ

{
）

（１３）

令σ＝０时，退化为确定性系统
ｄ
ｄｔｘ（ｔ，ξ）＝Ａ－（Ｂ＋１）ｘ（ｔ，ξ）＋

　ｘ２（ｔ，ξ）ｙ（ｔ，ξ）＋ｐｃｏｓωｔ
ｄ
ｄｔｙ（ｔ，ξ）＝Ｂｘ（ｔ，ξ）＋ｘ

２（ｔ，ξ）ｙ（ｔ，ξ











 ）

（１４）

令ξ＝０时，得到均值参数系统的样本响应

　
ｘ（ｔ，０）＝∑

４

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（０）＝ｘ０（ｔ）－ｘ２（ｔ）＋ｘ４（ｔ）

ｙ（ｔ，０）＝∑
４

ｊ＝０
ｙｊ（ｔ）Ｕｊ（０）＝ｙ０（ｔ）－ｙ２（ｔ）＋ｙ４（ｔ

{
）

（１５）
文中的激励振幅值以及随机强度的取值较小，因

此令确定性等价系统（１２）的初始条件的取值与确定性
系统（１４）的初始条件的取值相同，即

ｘ（０）＝［０．４．０，０，０，０，０］Ｔ，
ｙ（０）＝［０．４．０，０，０，０，０］Ｔ，
ｘ０＝０．４，ｙ０＝０．４ （１６）
选择受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的参数：Ｂ＝１．２，Ａ＝０．４，

ω＝０．８５，在参数ｐ＝０．０６下受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型处于混

沌状态，如图２所示．
现在有三个不同的系统分别对应三个不同的响

应：确定性系统响应（ＤＲ）、均值参数系统的样本响应
（ＳＲＭ）与随机参数系统的集合平均响应（ＥＭＲ），由于
等价确定性系统可以逼近随机系统，因此只需要实现等

价确定性系统的控制．接下来，将用微分反馈控制法实
现对等价确定性受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的控制．

图２　三种系统下的混沌相轨图

Ｆｉｇ．２　Ｃｈａｏｓｐｈａｓｅｔｒａｃｋｃｈａｒｔｏｆｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｓｙｓｔｅｍｓ

２　等价确定性受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的非线性微
分反馈控制

在受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型中，进行非线性微分反馈控
制有

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ－（Ｂ＋１）ｘ＋ｘ

２ｙ＋ｐｃｏｓωｔ－Ｕ

ｄｙ
ｄｔ＝Ｂｘ－ｘ

２{ ｙ

式子中Ｕ＝ｋｄｘｄｔ为微分控制项，它犹如阻尼器，当
ｄｘ
ｄｔ＞０

时，Ｕ为负阻尼；当ｄｘｄｔ＜０时，Ｕ为正阻尼；当
ｄｘ
ｄｔ＝０时，

阻尼消失．微分控制项可以使受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型趋于
稳定．

随机参数受迫Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型控制系统可以改写
为

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ－（Ｂ＋σξ＋１）ｘ＋

　ｘ２ｙ＋ｐｃｏｓωｔ－

　ｋ［（Ｂ＋σξ）ｘ－ｘ２ｙ］
ｄｙ
ｄｔ＝（Ｂ＋σξ）ｘ－ｘ

２













 ｙ

（１７）

经正交展开逼近后，受控的随机参数受迫Ｂｒｕｓｓｅ
ｌａｔｏｒ模型（１７）约化为如下等价的确定性系统

７５３
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ｄ
ｄｔｘ０（ｔ）＝－（Ｂｋ＋Ｂ＋１）ｘ０＋（ｋ＋１）Ｘ０－

　１２（ｋ＋１）σｘ１＋Ａ＋ｐｃｏｓωｔ

ｄ
ｄｔｙ０（ｔ）＝Ｂｘ０＋

１
２σｘ１－Ｘ













０

……

ｄ
ｄｔｘ４（ｔ）＝－（Ｂｋ＋Ｂ＋１）ｘ４＋（ｋ＋

　１）Ｘ４－
１
２（ｋ＋１）σｘ３

ｄ
ｄｔｙ４（ｔ）＝Ｂｘ４＋

１
２σｘ３－Ｘ



































４

（１８）

随着ｋ的取值不同，在足够长的时间里观察，
如果它形成了一条稳定的闭合轨线，就说明受控系

统被稳定在了某一条不稳定的周期轨道上．
根据控制方法进行数值模拟，图３（ａ）－（ｂ）给

出了控制结果．当控制强度 ｋ＝－０．０１时，受控的
随机参数受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的相轨线形成了一
条稳定的闭合轨线，说明受控的等价确定性受迫

Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型被稳定在了某一条不稳定的周期轨
道上，如图３（ａ）所示；当控制强度 ｋ＝－１时受控
的等价确定性受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型被控制到稳定
的周期一轨道上，如图３（ｂ）所示．

图３　被控制后的相轨图 （ａ）ｋ＝－０．０１，（ｂ）ｋ＝－１

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｔｒａｃｋｃｈａｒｔｓｏｆｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

ｗｈｅｎ（ａ）ｋ＝－０．０１，（ｂ）ｋ＝－１

结果表明，设计的微分反馈控制器能够将等价

确定性受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型控制在某一条不稳定

的周期轨道上，选择适当的ｋ可以使得受控系统最

终演化为周期解，从而将其稳定在混沌态无穷多个

周期轨道之一．

３　结论

本文考察了随机参数服从拱形分布的受迫

Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模型的微分反馈控制．由于等效系统是

与原系统的均方残差为极小的一种加权平均近似，

所以本文借助Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式近似，使原随机参
数系统被转化为等效确定性非线性系统，运用等效

确定性系统的控制来研究随机参数系统的控制问

题．采用非线性反馈控制法设计了微分反馈控制
器，使得混沌状态的等价的确定性受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ
被稳定在了某一条不稳定的周期轨道上．数值结果
表明所用方法在等价的确定性受迫 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ模
型上是有效可行的．
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