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含不同时滞项的双稳系统中平均首次穿越时间的研究

张斌

（山西煤炭职业技术学院机电工程系，太原　０３００３１）

摘要　研究了乘性噪声和加性噪声共同作用下含有两种不同时滞项的双稳系统中的平均首次穿越时间．首

先通过近似方法得到了平均首次穿越时间的解析式，然后研究了乘性噪声强度、时滞量及噪声关联强度对

平均首次穿越时间的影响．当噪声关联强度取正值时，平均首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）是乘性噪声强度及两

种时滞量的非但调函数，是噪声关联强度的单调递增函数．包含在确定力与振荡力中的时滞量分别影响 Ｔ１
（ｘ－→ｘ＋）的最大值及对应的噪声强度．平均首次穿越时间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）是包含在确定力中的时滞量的非单

调函数，是乘性噪声强度、另一种时滞量及噪声关联强度的单调递减函数．

关键词　平均首次穿越时间，　时滞，　乘性噪声，　加性噪声

引 言

在真实的物理系统中，噪声是普遍存在的．由
于信息，能量等的传递都需要时间，这就不可避免

的需要研究含有时滞项的随机动力系统的性质．由
于时滞项的存在，随机动力系统的输出显然不具有

马尔科夫性，因此不能直接写出与Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程对
应的 ＦＰＫ方程．带时滞项的随机微分方程首先由
Ｇｕｉｌｌｏｕｚｉｃ等［１，２］提出，并且给出了如何根据含有时

滞项的Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程得到标准的 ＦＰＫ方程．随后
Ｆｒａｎｋ［３，４］又用扩展相空间的方法推导出与含有时
滞项的Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程对应的标准 ＦＰＫ方程，并用
摄动理论求出了含时滞项的随机动力系统输出的

平稳概率密度分布及其统计特征．正是因为随机性
和时滞性的普遍存在，对含时滞项的随机动力系统

的研究引起越来越多的注意．
大多数的物理系统除存在加性噪声外还存在

乘性噪声，即系统的内噪声和外噪声．而且两种噪
声之间往往还会有不同程度的相关性，研究发现噪

声之间的关联强度会影响随机动力系统的性

质［５，６］．噪声诱导的逃逸问题同样是各个领域的研
究热点，比如光学双稳器件的设计就不可避免的需

要处理量子噪声作用下的平均首次穿越时间．在生
物系统中，利用平均首次穿越时间可以分析基因转

录调节系统中蛋白质浓度的变化［７］，还可以分析噪

声对癌细胞数量变化的影响［８］．目前，已经有一些
关于不含时滞项或含有一种时滞项的系统中平均

首次穿越时间的研究文献 ［９．１０］．Ｇｕ等［１１］研究

发现，不同类型的时滞项对随机动力系统输出的平

稳概率分布及其统计特征所起的作用是不同的．本
文研究含有两种不同类型时滞项的随机动力系统

在相关联的乘性噪声和加性噪声共同作用下的平

均首次穿越时间，是文献［１１］研究内容的继续．通
过解析分析和数值模拟，揭示噪声参数及不同类型

的时滞项对平均首次穿越时间的影响．

１　含不同时滞项的随机动力系统

噪声作用下含有不同类型时滞项的双稳系统

的Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程描述如下
ｘ（ｔ）＝－ｘ３（ｔ）＋ｘ（ｔ－α）＋ｘ（ｔ－β）η（ｔ）＋ξ

（ｔ） （１）
其中，α＞０和β＞０分别表示确定势函数和振荡力
中的时滞量，η（ｔ）和ξ（ｔ）是相关联的高斯白噪声，
其统计特性为

〈η（ｔ）〉＝〈ξ（ｔ）〉＝０，〈η（ｔ）〉η（ｔ′）＝２Ｑδ（ｔ－ｔ′），
〈ξ（ｔ）ξ（ｔ′）〉＝２Ｍδ（ｔ－ｔ′），

〈η（ｔ）ξ（ｔ′）〉＝２λ槡ＱＭδ（ｔ－ｔ′） （２）
Ｑ，Ｍ分别为乘性噪声和加性噪声的噪声强

度，λ表示两种噪声之间的关联强度，且｜λ｜≤１．方
程（１）中含有时滞项，表明这一扩散过程不具有马
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尔科夫性，不能直接写出与（１）对应的 ＦＰＫ方程．
根据处理含有时滞项 Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程的方法［１－４］及

文献［１２］中已有的结果，（１）式可等价转化为
ｄｘ
ｄｔ＝ｈ（ｘ）＋Ｇｅｆｆ（ｘ）Γ（ｔ） （３）

其中

Ｇｅｆｆ（ｘ）＝ Ｑｇ２（ｘ）＋２λｇ（ｘ）槡槡 ＱＭ＋Ｍ，〈Γ
（ｔ）〉＝０，

〈Γη（ｔ）Γ（ｔ′）〉＝２δ（ｔ－ｔ′）＝０，ｈ（ｘ）＝ε（－
ｘ３＋ｘ），

ｇ（ｘ）＝υｘ，ε＝１＋α，υ＝１＋β （４）
与（３）式对应的标准ＦＰＫ方程为

ｐ
ｔ
＝－
ｘ
［Ｖ（ｘ）ｐ］＋

２

ｘ２
［Ｇ２ｅｆｆ（ｘ）ｐ］ （５）

其中

Ｖ（ｘ）＝ｈ（ｘ）＋Ｇｅｆｆ
ｄＧｅｆｆ
ｄｔ （６）

由（５）式得到系统（１）输出的概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝Ｎ［Ｇ（ｘ）］－１ｅｘｐ（－Ｕ（ｘ）Ｍ ） （７）

其中Ｎ为归一化常数，Ｕ（ｘ）为广义势函数Ｕ（ｘ）＝

∫ｘ－∞
－Ｍｈ（ｙ）
Ｇ２ｅｆｆ（ｙ）

ｄｙ，计算可以得到

Ｕ（ｘ）＝１ｘ＋２ｘ
２＋３ｌｎ（υ

２ｘ２Ｑ＋２λυ槡ｘ ＱＭ

＋Ｍ）＋４ａｒｃｔａｎ（
ｘυ槡Ｑ＋λ槡Ｍ
Ｍ（１－λ２槡 ）

） （８）

其中

１＝－
２ελ 槡Ｍ ＱＭ
υ３Ｑ２

，２＝
εＭ
２Ｑυ２

３＝－
εＭ
２Ｑυ２

（１＋Ｍ
Ｑυ２
＋４Ｍλ

２

Ｑυ２
）

４＝
εＭ

υ １－λ槡
２
（
３λＭ
υ３Ｑ２

＋λ
υＱ
－４λ

３Ｍ
υ３Ｑ２

） （９）

２　平均首次穿越时间

根据（５）式，得到两势阱之间的转移速率为［１２］

　Ｗ±＝
１
２π
ｈ′（ｘ±）｜ｈ′（ｘ０）槡 ｜ｅｘｐ（

Ｕ（ｘ±）－Ｕ（ｘ０）
Ｍ ） （１０）

ｘ±和ｘ０分别表示确定性势阱的稳定平衡点和不稳
定平衡点，Ｗ＋和 Ｗ－分别表示由 ｘ＋到 ｘ－和 ｘ－到
ｘ＋的转移速率．根据（４）式解ｈ（ｘ）＝０得到确定性
势阱稳定平衡点为ｘ±＝±１，不稳定平衡点为ｘ０＝
０．两势阱之间的转移速率与同一方向的平均首次

穿越时间互为倒数，因此得到两个不同方向平均首

次穿越时间为

Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）＝

　 ２πε
（－１＋３ｘ２－）（－１＋３ｘ

２
０槡 ）
ｅｘｐ（

Ｕ（ｘ０）－Ｕ（ｘ－）
Ｍ ）

（１１）
　Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）＝

　 ２πε
（－１＋３ｘ２＋）（－１＋３ｘ

２
０槡 ）
ｅｘｐ（

Ｕ（ｘ０）－Ｕ（ｘ＋）
Ｍ ）

（１２）
Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）和 Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）分别表示由 ｘ－到 ｘ＋
和由ｘ＋到ｘ－的平均首次穿越时间．

根据（４）式和（８）式发现，
Ｇｅｆｆ（ｘ±，λ）＝Ｇｅｆｆ（ｘ －λ），Ｕ（ｘ，λ）＝Ｕ（ｘ，

－λ） （１３）
将（１３）式分别代入（１１）、（１２）式，得到

Ｔ１（λ）＝Ｔ２（－λ），Ｔ２（λ）＝Ｔ１（－λ） （１４）
因此当噪声相关系数λ＜０时不同方向的平均穿越
时间等于绝对值与其相等的正噪声相关系数，对应

相反方向的平均首次穿越时间．因此，本文只考虑

λ＞０的情况．以下根据（１１），（１２）两式，讨论乘性
噪声强度，时滞量及噪声关联强度对平均首次穿越

时间的影响．
图１和图２分别给出了不同方向的平均首次

穿越时间作为乘性噪声强度的函数随不同时滞量

α变化的曲线．图１表明平均首次穿越时间 Ｔ１（ｘ－
→ｘ＋）随乘性噪声强度Ｑ的增加呈现非单调关系．
当Ｑ小于０．０５时，Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）随着Ｑ的增大而单
调增加，当Ｑ大于０．０５时，Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）随着 Ｑ的
增大而单调减小，ＬｎＴ１－Ｑ曲线有类似于“共振”的
现象．当Ｑ小于１．８时，平均首次穿越时间 Ｔ１（ｘ－
→ｘ＋）随时滞量 α越大而增大，当 Ｑ大于１．８时，
平均首次穿越时间 Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）随 α的增大而减
小．这说明噪声强度较小时，平均首次穿越时间 Ｔ１
（ｘ－→ｘ＋）与时滞量α成正比，当噪声强度较大时，
平均首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）与时滞量α成反比．

图１还表明，对应与不同时滞量α的平均首次穿越
时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）都是在 Ｑ＝０．０５时取得峰值，且
时滞量α越大，Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）的峰值也越大．因此可
以断定时滞量 α影响的是平均首次穿越时间 Ｔ１

１５３
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图１　平均首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）作为乘性噪声强度Ｑ的

函数随不同时滞量α变化的曲线（Ｍ＝０．１，β＝０．１，λ＝０．４）

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ１（ｘ－→ｘ＋）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

ｄｅｌａｙα（Ｍ＝０．１，β＝０．１，λ＝０．４）

图２　平均首次穿越时间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）作为乘性噪声强度Ｑ的

函数随不同时滞量α变化的曲线（Ｍ＝０．１，β＝０．１，λ＝０．４）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ２（ｘ＋→ｘ－）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

ｄｅｌａｙα（Ｍ＝０．１，β＝０．１，λ＝０．４）

（ｘ－→ｘ＋）的峰值大小，而不影响与峰值所对应的
乘性噪声强度Ｑ的大小．图２表明平均首次穿越时

间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）随着乘性噪声强度的增加而单调

减小，当Ｑ小于０．５时，平均首次穿越时间 Ｔ２（ｘ＋
→ｘ－）随时滞量 α的增大而增大．当 Ｑ大于 ０．５

时，平均首次穿越时间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）随时滞量 α的
增大而越小．图１和图２说明，不同穿越方向的平

均首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）和 Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）与时
滞量α都呈现非线性关系．

图３和图４分别给出了不同方向的平均首次
穿越时间作为乘性噪声强度的函数随不同时滞量

β变化的曲线．图３表明时滞量β不同时，与Ｔ１（ｘ－

图３　平均首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）作为乘性噪声强度Ｑ的

函数随不同时滞量β变化的曲线（Ｍ＝０．１，α＝０．１，λ＝０．７）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ１（ｘ－→ｘ＋）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

ｄｅｌａｙβ（Ｍ＝０．１，α＝０．１，λ＝０．７）

图４　平均首次穿越时间Ｔ２（ｘ－→ｘ＋）作为乘性噪声强度Ｑ的

函数随不同时滞量β变化的曲线（Ｍ＝０．１，α＝０．１，λ＝０．７）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ２（ｘ－→ｘ＋）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

ｄｅｌａｙβ（Ｍ＝０．１，α＝０．１，λ＝０．７）

→ｘ＋）的峰值所对应的乘性噪声强度 Ｑ的大小不
同．时滞量β越大，与Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）的峰值所对应的
乘性噪声强度 Ｑ值越小．时滞量 β不同时，Ｔ１（ｘ－
→ｘ＋）峰值的大小相同．因此可以断定，在 ｌｎＴ１－Ｑ
曲线图上，时滞量 β影响 Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）取峰值时对
应乘性噪声强度Ｑ的大小，即峰值的位置，而不影
响Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）峰值的大小．图３还表明，平均首次
穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）与时滞量β之间是非单调性
关系．当Ｑ值较小时，平均首次穿越时间 Ｔ１（ｘ－→
ｘ＋）与时滞量β成正比，当 Ｑ值较大时，平均首通
时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）与时滞量 β成反比．图４表明平
均首次穿越时间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）与时滞量β之间具有
单调性关系，即Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）随 β的增大而单调减

２５３
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小．

图５　平均首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）作为乘性噪声强度Ｑ的

函数随不同噪声关联强度λ变化的曲线（Ｍ＝０．１，α＝０．１，β＝０．１）

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ１（ｘ－→ｘ＋）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｓ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈλ（Ｍ＝０．１，α＝０．１，β＝０．１）

图６　平均首次穿越时间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）作为乘性噪声强度Ｑ的

函数随不同噪声关联强度λ变化的曲线（Ｍ＝０．１，α＝０．１，β＝０．１）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔ－ｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅＴ２（ｘ＋→ｘ－）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＱｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｓ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈλ（Ｍ＝０．１，α＝０．１，β＝０．１）

图５和图６分别给出了不同方向的平均首次
穿越时间作为乘性噪声强度的函数随不同噪声关

联强度λ变化的曲线．图５表明 λ取值越大，平均

首次穿越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）也越大，即平均首次穿

越时间Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）与噪声相关系数 λ成正比．λ
取值不同时，可以看到 ＬｎＴ１－Ｑ的曲线上“共振”
的强弱程度不同，λ取值越大“共振”状态越明显，

当λ＝０时ＬｎＴ１－Ｑ曲线不存在“共振”现象，因此

可以断定噪声相关系数 λ影响 ＬｎＴ１－Ｑ曲线“共

振”程度的强弱．图 ６表明平均首次穿越时间 Ｔ２
（ｘ＋→ｘ－）随着 λ的增大而减小，即 Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）

与λ成反比．

３　结论

本文研究了乘性噪声和加性噪声共同激励下

含不同时滞项的双稳系统中的平均首次穿越时间．
研究表明，平均首次穿越时间与穿越的方向有关．
当噪声关联强度 λ为负值时，平均首次穿越时间
Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）等于对应的λ为正值时的平均首次穿
越时间 Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）．当噪声关联强度 λ取正值
时：平均首次穿越时间 Ｔ１（ｘ－→ｘ＋）与乘性噪声强
度Ｑ、Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程中确定性势函数中的时滞量 α
及振荡力中的时滞量β之间均呈现非单调性关系，
与噪声关联强度λ之间呈现单调递增关系．时滞量

α影响ＬｎＴ１－Ｑ曲线上峰值的大小，时滞量β影响
峰值的位置，噪声关联强度 λ影响 “共振”的程
度．平均首次穿越时间Ｔ２（ｘ＋→ｘ－）与时滞量 α是
非单调性关系，与乘性噪声强度 Ｑ、时滞量 β及噪
声关联强度λ之间均呈现单调递减关系．
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