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离散分段线性时滞正系统的稳定性分析
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（１．华中科技大学数学与统计学院，武汉　４３００７４）（２．华中科技大学电子与信息工程系，武汉　４３００７４）

摘要　研究了离散的切换线性时滞正系统的稳定性问题．通过运用切换线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函

和共同线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函分别得到了关于平衡点全局渐近稳定性的线性规划（ＬＰ）和线性

矩阵不等式（ＬＭＩ）判别法则．

关键词　切换正系统，　切换线性余正Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，　时滞，　共同线性余正Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，　全局渐近

稳定性

引 言

分段线性系统在工程科学中有广泛的应用［１］．
首先，由于实际系统中的物理限制，在各个单元之

间切换的现象是经常发生的，如饱和系统、继电器

系统、电子电路中的二极管和晶体管的模型等都是

分段线性的．其次，在工程应用中，分段线性系统比
线性系统可以更好的近似非线性系统．

在现实世界中有很多物理系统具还有这样的

特点，它们的状态是非负的，例如：动物的数量、绝

对温度和物质的密度等等．这样的系统一般称为正
系统［２］，它们在很多领域中有重要应用，例如：生

物、通讯、概率、经济等等［２］．此外，很多实际系统，
例如：工程、通讯、网络、生物系统等等［３］［４］［５］中经

常会发生时滞的情况，而且会出现不同系统相互切

换的现象［４］，那么就会出现这样的系统，即切换时

滞正系统．其中最简单的就是切换线性时滞正系
统，在本文中，我们考虑一类特殊的分段线性系统，

即具有时滞的切换线性系统，研究其在任意切换信

号下的渐近稳定性．
当考虑正系统的稳定性时，很自然的利用线性

余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数．线性余正（ｃｏｐｏｓｉ
ｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数有以下事实：对于一个正系统，
如果存在一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，当在正象限时，是正
定的和它的沿系统轨线的微分是负定的（对连续时

间系统）或沿系统轨线的差分是负定的（对离散时

间系统）．文献［８］利用切换线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数研究了切换线性正系统，并得到了很
好的结果，那么对于切换时滞正系统是否也有类似

的结果，这是需要解决的问题．对于一般的切换时
滞系统，文献［９］利用切换Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函很好的解
决了稳定性问题．于是很自然的就会产生以下问题
（１）对于切换时滞正系统，是否存在相应的切换余
正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函．（２）如果存在，怎样
构造这样的切换余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函呢？
对于离散的切换线性时滞正系统，本文给出了相应

的答案．

１　符号说明

Ａ０（０）表示矩阵 Ａ的所有元素都是非负
的（非正的）；Ａ０（０）表示矩阵Ａ的所有元素都
是正的（负的）；ｖ０（ｖ０）表示向量ｖ的所有元素
都是非负的（非正的）；ｖ０（ｖ０）表示向量ｖ的所
有元素都是正的（负的）；瓗ｎ（瓗ｎ

＋）表示ｎ维实（正

的）向量空间；瓗ｎ×ｍ表示维的所有实矩阵的集合；

瓔表示；瓔０表示｛０，１，…｝．

２　离散切换线性时滞正系统的稳定性

考虑如下时滞系统

ｘ（ｔ＋１）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｘ（ｔ－ｈ） （１）
相关的初始状态函数

ｘ（θ）＝ψ（θ），θ∈｛－ｈ，－ｈ＋１，…，０｝＝^Δ
（２）

ｘ（ｔ）∈瓗ｎ，Ａ，Ｂ∈瓗ｎ×ｍ为常数矩阵，ｈ∈瓔为未知
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的时间延迟．

让ｘｔ＝^｛ｘ（ｔ－ｈ），ｘ（ｔ－ｈ＋１），…，ｘ（ｔ）｝，ｔ∈

瓔为状态向量，Ｄ（Δ，瓗ｎ）为这样的函数空间，它将

离散区间Δ映射到瓗ｎ，且‖‖ｈ＝ｓｕｐ
θ∈Δ
‖（θ）‖

（（θ）∈Ｄ，（θ）：Δ→瓗ｎ）为Ｄ中元素 的范数．

此处，Ｄγ＝｛∈Ｄ：‖‖ｈ＜γ，γ∈瓗｝Ｄ．对初始
条件，假设有以下条件成立：

‖ψ‖ｈ∈Ｄ∞，

显然有ｘｔ：Δ→Ｄ，ｘｔ（θ）＝ｘ（ｔ＋θ），ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ，ψ）．
定义１　系统（１）－（２）是正的当且仅当对任

意的初始条件ｘ０＝ψ（·）０，相应的轨线 ｘ（ｔ）
０，ｔ∈瓔．

引理１［７］　系统（１）－（２）是正的当且仅当 Ａ

０，Ｂ０．
定义２　系统（１）－（２）的平衡状态 ｘ＝０，如

果对任意初始条件ψ（θ）∈Ｄ∞满足

ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｔ，ψ）＝０， （３）

则ｘ＝０是全局渐进稳定的．
定理１［１０］　如果存在正数α，β和连续泛函Ｖ：

Ｄ→Ｒ满足

０＜Ｖ（ｘ１）≤α‖ｘｔ‖ｈ，ｘｔ≠０，Ｖ（０）＝０ （４）

ΔＶ（ｘｔ）＝^Ｖ（ｘｔ＋１）－Ｖ（ｘｔ）≤－β‖ｘ（ｔ）‖ （５）

ｘｔ∈Ｄ满足（１），那么系统（１）－（２）的平衡
状态ｘ＝０是全局渐进稳定的．

注１　‖ｘｔ‖ｈ表示函数空间 Ｄ（Δ，瓗
ｎ）中的

范数，‖ｘ（ｔ）‖表示欧式空间瓗ｎ中的范数，由于各

种范数是等价的，所以我们用如下定义的范数：‖ｘ

‖＝∑
ｎ

ｋ＝１
｜ｘｋ｜，这里ｘｋ为ｘ∈瓗

ｎ的第ｋ个元素．

考虑如下切换线性时滞正系统

ｘ（ｔ＋１）＝Ａσ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｂσ（ｔ）ｘ（ｔ－ｈ），ｔ∈瓔０，

ｘ（θ）＝ψ（θ）０，θ∈｛－ｈ，－ｈ＋１，…，０｝＝^Δ
（６）

其中ｘｔ＝^｛ｘ（ｔ－ｈ），ｘ（ｔ－ｈ＋１），…，ｘ（ｔ）｝，ｔ∈瓔
为状态变量，映射σ：瓔０→Ｉ为切换信号，Ｉ＝｛１，２，
…，ｍ｝为索引集．子系统ｉ被激活当且仅当σ（ｔ）＝
ｉ．在本文中，我们感兴趣的是切换信号为任意的情
况，即在任意时刻ｔ，σ（ｔ）能取集合中的任意值．

注２　由引理１，（６）的在任何切换下的轨线都
在正象限中．

定义

ηｉ（ｔ）＝
１，如果σ（ｔ）＝ｉ
０，其它{ ．

（７）

于是（６）可以改写为

ｘ（ｔ＋１）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）Ａｉｘ（ｔ）＋∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）Ｂｉｘ（ｔ－

　ｈ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｘ（ｔ－ｈ），ｔ∈瓔０

ｘ（θ）＝ψ（θ）０，θ∈｛－ｈ，－ｈ＋１，…，０｝＝^Δ
（８）

这里Ａ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）Ａｉ，Ｂ（ｔ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）Ｂｉ．

本文要建立对（６）存在如下形式的切换线性
余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函的一些充分必要条
件

Ｖ（ｘｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ）∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）λｉ＋∑

ｈ

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ－ｊ）∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ－

ｊ）μｉ （９）

其中λｉ＝（λｉ１，λｉ２，…，λｉｎ）
Ｔ∈瓗ｎ

＋，μｉ＝（μｉ１，μｉ２，

…，μｉｎ）
Ｔ瓗ｎ

＋．

定义α１＝ ｍａｘ
（ｉ，ｋ）∈Ｉ×珔ｎ

｛λｉｋ｝，α２＝ ｍａｘ
（ｉ，ｋ）∈Ｉ×珔ｎ

｛μｉｋ｝，α

＝ｍａｘ｛α１，α２｝，珔ｎ＝｛１，２，…，ｎ｝，于是由（９）可得０

＜Ｖ（ｘｔ）≤α（ｈ＋１）‖ｘｔ‖ｈ．
定理２　下面几个结论等价：
１）存在一个有形式（９）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，它的

差分是负定的，那么（６）是全局渐近稳定的．

２）（ＬＰ问题）存在 ２ｍ个向量 λ∈瓗ｎ
＋，μｉ∈

瓗ｎ
＋，ｉ∈Ｉ

满足

φｉｊ０，（ｉ，ｊ）∈Ｉ×Ｉ；

ｉｊｌ０，（ｉ，ｊ，ｌ）∈Ｉ×Ｉ×Ｉ （１０）

其中φｉｊ＝Ａ
Ｔ
ｉλｊ＋μｉ－λｉ，ｉｊｌ＝Ｂ

Ｔ
ｉλｊ－μｌ．

３）（ＬＭＩ问题）存在２ｍ个对角矩阵

Ｐｉ＝ｄｉａｇ（λｉ１，λｉ２，…，λｉｎ）＞０，ｉ∈Ｉ；Ｑｉ＝ｄｉａｇ

（μｉ１，μｉ２，…，μｉｎ）＞０，ｉ∈Ｉ

满足Θｉｊ＜０，（ｉ，ｊ）∈Ｉ×Ｉ；Ｔｉｊｌ＜０，（ｉ，ｊ，ｌ）∈Ｉ×
Ｉ×Ｉ，
其中

Θｉｊ＝ｄｉａｇ（θｉｊ１，θｉｊ２，…，θｉｊｎ），θｉｊｋ＝ａ
Ｔ
ｉｋλｊ－λｉｋ＋μｉｋ，

Ｔｉｊｌ＝ｄｉａｇ（βｉｊｌ１，βｉｊｌ２，…，βｉｊｌｎ），βｉｊｌｋ＝ｂ
Ｔ
ｉｋλｊ－μｉｋ，

ａｉｋ为Ａｉ的第ｋ列，ｂｉｋ为Ｂｉ的第ｋ列．

证明 １）２）假设存在一个有形式（９）的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ泛函，它的差分是负定的．因此，

△Ｖ（ｘｔ）＝Ｖ（ｘｔ＋１）－Ｖ（ｘｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ＋

７４３
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　１）∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ＋１）λｉ＋∑

ｈ

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ＋１－ｊ）∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ＋

　１－ｊ）μｉ－ｘ
Ｔ（ｔ）∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）λｉ－∑

ｈ

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ－

　ｊ）∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ－ｊ）μｉ＝ｘ

Ｔ（ｔ＋１）λ（ｔ＋１）－

　ｘＴ（ｔ）λ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）μ（ｔ）－ｘＴ（ｔ－ｈ）μ（ｔ－ｈ）
其中

λ（ｔ＋１）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ＋１）λｉ，λ（ｔ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）λｉ，

μ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）μｉ，μ（ｔ－ｈ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ－ｈ）μｉ

现在考虑系统（８）；于是有

ΔＶ（ｘｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ＋１）λ（ｔ＋１）－ｘＴ（ｔ）λ（ｔ）＋

　ｘＴ（ｔ）μ（ｔ）－ｘＴ（ｔ－ｈ）μ（ｔ－ｈ）＝
　ｘＴ（ｔ）（ＡＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－λ（ｔ）＋μ（ｔ））＋
　ｘＴ（ｔ－ｈ）（ＢＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ））＜０ （１１）
由于对于任何切换信号上面不等式都成立，于

是（１１）对于如下特殊的切换也成立：（对任意 ｔ∈
瓔０和所有非零ｘ∈瓗

ｎ
＋）

ηｉ（ｔ）＝１，ηｒ≠ｉ（ｔ）＝０；ηｊ（ｔ＋１）＝１，

ηｒ≠ｊ（ｔ＋１）＝０；ηｌ（ｔ－ｈ）＝１，ηｒ≠ｌ（ｔ－ｈ）＝０

因此，由（１１）可得ΔＶ（ｘｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ）（ＡＴｉλｊ＋μｉ－

λｉ）＋ｘ
Ｔ（ｔ－ｈ）（ＢＴｉλｊ－μｌ）＜０，对任意ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－

ｈ）∈瓗ｎ
＋都成立，所以有

φｉｊ０，（ｉ，ｊ）∈Ｉ×Ｉ；
Ｔｉｊｌ＜０，φ（ｉ，ｊ，ｌ）∈Ｉ×Ｉ×Ｉ

这里φｉｊ＝Ａ
Ｔ
ｉλｊ＋μｉ－λｉ，ｉｊｌ＝Ｂ

Ｔ
ｉλｊ－μｌ．

２）１）假设（１０）成立，由（７）有∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）＝∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ

（ｔ＋１）＝∑
ｍ

ｌ＝１
ηｌ（ｔ－ｈ）＝１，因此，∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ（ｔ＋１）

＝１，∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｌ＝１
ηｌ（ｔ－ｈ）∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ（ｔ＋１）＝１，ｔ∈瓔０．

于是由（１０）可得

∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ（ｔ＋１）（Ａ

Ｔ
ｉλｊ＋μｉ－λｉ）０，

∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｌ＝１
ηｌ（ｔ－ｈ）∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ（ｔ＋

　１）（ＢＴｉλｊ－μｉ）０，ｔ∈瓔０．
又，一方面

∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ（ｔ＋１）（Ａ

Ｔ
ｉλｊ＋μｉ－λｉ）＝

　∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）（Ａ

Ｔ
ｉλ（ｔ＋１）－λｉ＋μｉ）＝

　ＡＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－λ（ｔ）＋μ（ｔ），

∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｌ＝１
ηｌ（ｔ－ｈ）∑

ｍ

ｊ＝１
ηｊ（ｔ＋１）（Ｂ

Ｔ
ｉλｊ－μｌ）＝

　∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）∑

ｍ

ｌ＝１
ηｌ（ｔ－ｈ）（Ｂ

Ｔ
ｉλ（ｔ＋１）－μｌ）＝

　∑
ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）（Ｂ

Ｔ
ｉλ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ））＝

　ＢＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ）
由上面两式可得

ＡＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－λ（ｔ）＋μ（ｔ）０，
ＢＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ）０，

上面不等式组等价于对任意非零 ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－ｈ）∈
瓗ｎ

＋有

ｘＴ（ｔ）（ＡＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－λ（ｔ）＋μ（ｔ））＋ｘＴ（ｔ－
　ｈ）（ＢＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ））＜０ （１２）
另一方面（１２）的左边可以写为
ｘＴ（ｔ）（ＡＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－λ（ｔ）＋μ（ｔ））＋ｘＴ（ｔ－
　ｈ）（ＢＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ））＝ｘＴ（ｔ＋
　１）λ（ｔ＋１）－ｘＴ（ｔ）λ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）μ（ｔ）－
　ｘＴ（ｔ－ｈ）μ（ｔ－ｈ） （１３）

选择Ｖ（ｘｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ）∑

ｍ

ｉ＝１
ηｉ（ｔ）λｉ＋∑

ｈ

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ－ｊ）∑

ｍ

ｉ＝１

ηｉ（ｔ－ｊ）μｉ，由（１３）有

ｘＴ（ｔ）（ＡＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－λ（ｔ）＋μ（ｔ））＋ｘＴ（ｔ－
　ｈ）（ＢＴ（ｔ）λ（ｔ＋１）－μ（ｔ－ｈ））＝ｘＴ（ｔ＋
　１）λ（ｔ＋１）－ｘＴ（ｔ）λ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）μ（ｔ）－
　ｘＴ（ｔ－ｈ）μ（ｔ－ｈ）＝
　Ｖ（ｘｔ＋１）－Ｖ（ｘｔ）＝ΔＶ（ｘｔ） （１４）
定义β＝－ ｍａｘ

（ｉ，ｊ，ｋ）∈Ｉ×Ｉ×珔ｎ
φｉｊｋ，这里φｉｊｋ为φｉｊ的第ｋ

个元素，由（１０）和（１４）可得，ΔＶ（ｘｔ）≤ －β‖ｘ（ｔ）

‖，由定理１可得１）成立．
假设２）成立，取
Ｐ１＝ｄｉａｇ（λｉ１，λｉ２，…，λｉｎ），ｉ∈Ｉ，
Ｑｉ＝ｄｉａｇ（μｉ１，μｉ２，…，μｉｎ），ｉ∈Ｉ．

于是很容易看出 Θｉｊ＜０，（ｉ，ｊ）∈Ｉ×Ｉ；Ｔｉｊｌ＜０，

（ｉ，ｊ，ｌ）∈Ｉ×Ｉ×Ｉ成立，所以ＬＭＩ问题成立．反过
来，如果３）成立，那么２）显然成立．

注３　定理２中的结论２）是关于λｉ，ｉ∈Ｉ的一
个ＬＰ问题，可以用Ｍａｔｌａｂ的ＬＰ优化工具箱求解．
结论３）是关于矩阵 Ｐｉ，Ｑｉ，ｉ∈Ｉ的一个 ＬＭＩ问题，
可以用Ｍａｔｌａｂ的ＬＭＩ工具箱求解．

在上面的定理中，如果所有的向量 λ１，λ２，…，

λｍ都相等，并且向量μ１，μ２，…，μｍ都相等，那么切
换线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函（９）就变为
了共同线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，在这种
情况下，我们有如下的推论．

８４３
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推论１　如果存在向量λ∈Ｒｎ＋，μ∈Ｒ
ｎ
＋满足

ＡＴｉ＋μ－λ０，ｉ∈Ｉ；Ｂ
Ｔ
ｉλ－μ０，ｉ∈Ｉ，

那么系统（６）是全局渐近稳定的．
注４很容易看到定理２中的结论２要比推论１

弱一些，但是对于计算来说，推论１的计算量要小
一些．

３　结论

通过切换线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函和
共同线性余正（ｃｏｐｏｓｉｔｉｖｅ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函得到了切换
线性时滞正系统的全局渐近稳定性的一些充分条

件，而且得到了相对较弱的充分条件．由于是充分
条件，所以还可以进一步研究更弱的充分条件．
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