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一种改进的共轭梯度法及全局收敛性
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摘要　在ＤＹ共轭梯度法的基础上对解决无约束最优化问题提出一种改进的共轭梯度法．该方法在标准

ｗｏｌｆｅ线搜索下具有充分下降性，且算法全局收敛．数值结果表明了该算法的有效性．最后将算法用于 ＳＯ２
氧化反应动力学模型的非线性参数估计，获得满意效果．

关键词　共轭梯度法，　充分下降性，　ｗｏｌｆｅ线搜索，　全局收敛

引 言

考虑如下无约束优化问题

ｍｉｎｆ（ｘ），ｘ∈Ｒｎ （１）

其中ｆ：Ｒｎ→Ｒ为连续可微函数，在解决这类问题时

的方法中，共轭梯度法因无需计算目标函数的二阶

导数矩阵，所以是一类非常有效的算法［１２］．当目标

函数连续可微时，其迭代格式为：

ｘｋ＋１＝ｘｋ＋αｋｄｋ，ｋ＝１，２…， （２）

ｄｋ＝
－ｇｋ，　　　ｋ＝１

－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，ｋ≥{ ２
（３）

其中ｇｋ＝ｆ（ｘｋ），ｄｋ为搜索方向，一般情况下，要

求ｄｋ满足 ｇ
Ｔ
ｋｄｋ＜０，这样的方向 ｄｋ为函数 ｆ（ｘ）在

ｘｋ处的下降方向
［３］，更进一步要求 ｄｋ满足充分下

降性

ｇＴｋｄｋ＜－ｃ‖ｇｋ‖
２ （４）

其中ｃ＞０为常数．αｋ为步长因子，可通过 Ａｒｍｉｊｏ

线搜索或ｗｏｌｆｅ线搜索求得．常用的一种非精确线
搜索是标准ｗｏｌｆｅ线搜索，其形式如下：

ｆ（ｘｋ＋αｋｄｋ）≤ｆ（ｘｋ）＋ραｋｇ
Ｔ
ｋｄｋ （５）

ｇ（ｘｋ＋αｋｄｋ）
Ｔｄｋ≥σｇ

Ｔ
ｋｄｋ （６）

其中０＜ρ＜σ＜１．βｋ是一标量，著名的计算公式

有：

βＦＲｋ ＝
‖ｇｋ‖

２

‖ｇｋ－１‖
２（［４］，１９６４）

βＰＲｋ ＝
ｇＴｋ（ｇｋ－ｇｋ－１）
‖ｇｋ－１‖

２ （［５］，１９６９）

βＤＹｋ ＝
‖ｇｋ‖

２

ｄＴｋ－１（ｇｋ－ｇｋ－１）
（［６］１９９５）

文献［７］中，作者提出了一个新的参数 βｋ的取法，
即：

βｖｐｒｐｋ （μ）＝
μ１（‖ｇｋ‖

２－｜ｇＴｋｇｋ－１｜）
μ２｜ｇ

Ｔ
ｋｄｋ－１｜＋μ３‖ｇｋ－１‖

２ （７）

其中μ１∈（０，＋∞），μ２∈［μ１＋ε１，＋∞），μ３∈（０，
＋∞）和ε１是任给的正常数．该方法具有充分下降
性和全局收敛性，同时取得了比较好的数值结果．

受到文献［７］的启发本文在 ＤＹ方法的基础
上，给出了一个新的参数βｋ的取法，即：

βＮｋ（μ）＝
μ１（ｇ

Ｔ
ｋｄｋ－‖ｇｋ‖）

μ２｜ｇ
Ｔ
ｋｄｋ－１｜＋｜ｇ

Ｔ
ｋ－１ｄｋ－１｜

（８）

其中μ１∈（－１，０），μ２∈［１，＋∞）．本文在标准
ｗｏｌｆｅ条件下证明了此方法具有搜索方向充分下降
性和全局收敛性．

１　新的共轭梯度算法及公式的充分下降性

算法１．１
步骤１：给出ε≥０，ｘ１∈Ｒ

ｎ，ｄ１＝－ｇ１，ｋ：＝１若
ｇ１＝０，则停．

步骤２：用强ｗｏｌｆｅ线搜索（５）（６），求出步长

αｋ．
步骤３：ｘｋ＋１＝ｘｋ＋αｋｄｋ，ｇｋ＋１＝ｇ（ｘｋ＋１），若‖

ｇｋ＋１‖≤ε，则停．
步骤４：由公式（８）计算βｋ＋１，由（３）式求ｄｋ＋１．
步骤５：ｋ：＝ｋ＋１．转步２．
为了证明方法的充分下降性和全局收敛性，对
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目标函数ｆ（ｘ）作如下假设：
（Ｈ１）ｆ（ｘ）在水平集 Ｌ０＝｛ｘ∈Ｒ

ｎ：ｆ（ｘ）≤ｆ
（ｘ１）｝上有下界，其中ｘ１为初始点；

（Ｈ２）ｆ（ｘ）在水平集Ｌ０上连续可微，且ｇ（ｘ）是
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，即存在常数Ｌ＞０，使得

‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖，ｘ，ｙ∈Ｌ０（９）
定理１．１　设ｘ１为任意给定初始点，ｆ（ｘ）满足

假设条件（Ｈ１）和（Ｈ２）．考虑方法（２）和（３），其中

βｋ＝β
Ｎ
ｋ，则对于任意ｋ≥１，都有

ｇＴｋｄｋ≤－
μ２
μ２－μ１

‖ｇｋ‖
２ （１０）

证明：　当 ｋ＝１时，ｄ１＝－ｇ１，于是 ｇ
Ｔ
１ｄ１＝－

‖ｇ１‖
２，（１０）式显然成立．

当ｋ≥２时，ｇＴｋｄｋ＝ｇ
Ｔ
ｋ（－ｇｋ＋βｋｄｋ－１）≤

　　－‖ｇｋ‖
２＋
μ１（ｇ

Ｔ
ｋｄｋ）

μ２｜ｇ
Ｔ
ｋｄｋ－１｜

｜ｇＴｋｄｋ－１｜．

于是

（１－
μ１
μ２
）ｇＴｋｄｋ≤－‖ｇｋ‖

２

ｇＴｋｄｋ≤－
μ２
μ２－μ１

‖ｇｋ‖
２

２　全局收敛性

引理２．１　设ｘ１为任意给定初始点，ｆ（ｘ）满足

假设条件（Ｈ１）和（Ｈ２）．考虑方法（２）和（３）构成的
迭代，其中 ｄｋ为下降方向，而步长因子 αｋ由 ｗｏｌｆｅ
线搜索（５）和（６）式求得，则对于任意 ｋ∈Ｎ，Ｚｏｕ
ｔｅｎｄｉｊｋ条件成立，即

∑
∞

ｋ≥１

（ｇＴｋｄｋ）
２

‖ｄｋ‖
２ ＜＋∞ （１１）

引理２．１的证明参考文献［８］．
定理２．１　假设目标函数 ｆ（ｘ）满足假设条件

（Ｈ１）和（Ｈ２），设点列｛ｘｋ｝由算法２．１产生，步长

αｋ由线搜索（５）和（６）式确定，则点列｛ｘｋ｝或者 ｇｋ
＝０对某个ｋ成立，或者

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｉｎｆ‖ｇｋ‖＝０ （１２）

证明：若ｇｋ＝０对某个ｋ成立，则ｘｋ为稳定点，
定理得证．否则，假设结论不真，则必存在常数 ε＞
０，对所有的ｋ∈Ｎ，使得

‖ｇｋ‖≥ε （１３）

（βＮｋ）
２＝

μ１（ｇ
Ｔ
ｋｄｋ－‖ｇｋ‖）

μ２｜ｇ
Ｔ
ｋｄｋ－１｜＋｜ｇ

Ｔ
ｋ－１ｄｋ－１( )｜

２

≤

　
μ２１（ｇ

Ｔ
ｋｄｋ）

２

（ｇＴｋ－１ｄｋ－１）
２≤

ｇＴｋｄｋ
ｇＴｋ－１ｄｋ－( )

１

２

（１４）

由（２）式可得ｄｋ＋ｇｋ＝βｋｄｄ－１，两端取模平方，整理
得

‖ｄｋ‖
２＝（βＮｋ）

２‖ｄｋ－１‖
２－２ｇＴｋｄｋ－‖ｇｋ‖

２

利用（１４）式，可得

‖ｄｋ‖
２＝（βＮｋ）

２‖ｄｋ－１‖
２－２ｇＴｋｄｋ－‖ｇｋ‖

２≤

　
ｇＴｋｄｋ
ｇＴｋ－１ｄｋ－( )

１

２

‖ｄｋ－１‖
２－２ｇＴｋｄｋ－‖ｇｋ‖

２

由于 ｇＴｋｄｋ≠０，Ｋ∈Ｎ，对上式两端除以（ｇ
Ｔ
ｋｄｋ）

２，可

得

‖ｄｋ‖
２

（ｇＴｋｄｋ）
２≤

‖ｄｋ－１‖
２

（ｇＴｋｄｋ）
２ － ２

ｇＴｋｄｋ
－
‖ｇｋ‖

２

（ｇＴｋｄｋ）
２ ＝

１
（ｇＴｋ－１ｄｋ－１）

２‖ｄｋ－１‖
２ －（ １

‖ｇｋ‖
＋
‖ｇｋ‖
ｇＴｋｄｋ

）２ ＋

１
‖ｇｋ‖

２≤
１

（ｇＴｋ－１ｄｋ－１）
２‖ｄｋ－１‖

２＋ １
‖ｇｋ‖

２ （１５）

由于ｄ１＝－ｇ１，所以
‖ｄｋ‖

２

（ｇＴ１ｄ１）
２＝

１
‖ｇ１‖

２．于是，根据

（１５）式可得

‖ｄｋ‖
２

（ｇＴｋｄｋ）
２≤∑

ｋ

ｉ＝１

１
‖ｇｉ‖

２ （１６）

根据（１３）和（１６）知：

‖ｄｋ‖
２

（ｇＴｋｄｋ）
２≤

ｋ
ε２

即：

（ｇＴｋｄｋ）
２

‖ｄｋ‖
２≥
ε２
ｋ

（１７）
对（１７）式两端取和得

∑
ｋ≥１

（ｇＴｋｄｋ）
２

‖ｄｋ‖
２≥∑

ｋ≥１

ε２
ｋ＝＋∞ （１８）

式（１８）与引理３．１结论矛盾，定理得证．

３　算法测试

本节选用文献［９］中两个算例，并与 ＦＲ、ＰＲ、
ＤＹ共轭梯度法进行比较，ＩＴ表示算法迭代次数，
ｔｉｍｅ表示所用时间，ｆｏｐｔ表示目标函数的最优值．

测试函数（１）
ｆ（ｘ）＝１０（ｘ２１－ｘ２）

２＋（１－ｘ１）
２＋９（ｘ４－

　ｘ２３）
２＋（１－ｘ３）

２＋１０．１（（ｘ２－１）
２＋（ｘ４－

　１）２）＋１９．８（ｘ２－１）（ｘ４－１）

３４３
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初始点为ｘ１＝（－３，－１，－３，－１）；选择的参数为

‖ｆ（ｘｋ）‖≤１０
－３，ρ＝０．０１，σ＝０．１，μ１＝－０．５，

μ２＝１．５，最优解为（１，１，１，１），最优值为０．对不同
的共轭梯度法进行比较，其结果见表１．

表１　不同算法对函数（１）的测试结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎ（１）ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｏｇｒｉｔｈｍｓ

βｋ ＩＴ ｔｉｍｅ／ｓ ｆｏｐｔ
βＮｋ ２３ ０．０５８９ １．２４９２ｅ－００８
βＦＲｋ ９８ ０．５４９９ １．５７５９ｅ－００８
βＰＲｋ ３３ ０．０９９０ １．６６９２ｅ－００７
βＤＹｋ ４５ ０．０６９０ １．８７３５ｅ－００７

测试函数（２）

ｆ（ｘ）＝∑
Ｎ／２

ｉ＝１
［（ｘ２ｉ－ｘ

２
２ｉ－１）

２＋（１－ｘ２ｉ－１）
２］，Ｎ＝

１２０，ｘ１＝（－１，２，１，－１，２，１，…，－１，２，１）；选择的

参数为‖ｆ（ｘｋ）‖≤１０
－２，ρ＝０．０１，σ＝０．１，μ１＝

－０．５，μ２＝１．５最优解为（１，１，…，１），最优值为０．
对不同的共轭梯度法进行比较，其结果见表２．

表２　不同算法对函数（２）的测试结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎ（２）ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｏｇｒｉｔｈｍｓ

βｋ ＩＴ ｔｉｍｅ／ｓ ｆｏｐｔ
βＮｋ ９ ２３．２５８８ ５．１４３７ｅ－００６
βＦＲｋ １９ ５６．３４９９ １．４６０３ｅ－００５
βＰＲｋ １１ ３２．１２９９ ４．１３８９ｅ－００４
βＤＹｋ １４ ４３．３７８７ ６．２４７８ｅ－００５

由以上数值实验表的比较，我们可以看出本算

法的数值结果较好．

４　在ＳＯ２氧化反应动力学模型参数估计中
的应用

优化算法在非线性系统参数识别［１０］，力学参

数估计中有着广泛的应用［１１，１２］．
文献［１１］对 ＳＯ２催化氧化机理作了深入研

究，推导动力学模型为：

ｒ＝
Ｋ１Ｐ

１／２
Ｏ２

Ｋ２＋Ｋ３ＰＳＯ３＋
ＰＳＯ３
ＰＳＯ２

１－
ＰＳＯ３

ＰＳＯ２Ｐ
１／２
Ｏ２Ｋ

[ ]
Ｐ

（１９）

式中：ｒ为反应速率；ＰＯ２、ＰＳＯ２、ＰＳＯ３分别为 Ｏ２、ＳＯ２、
ＳＯ３的分压；

Ｋ１＝Ｋ０１ｅｘｐ（－Ｅ１／ＲＴ）；
Ｋ２＝Ｋ０２ｅｘｐ（－Ｅ２／ＲＴ）；
Ｋ３＝Ｋ０３ｅｘｐ（－Ｅ３／ＲＴ）

Ｋｐ＝ｅｘｐ［２．３０２６（
４８１２．３
Ｔ ２，８２５４１ｇＴ）＋

　２．２８８４×１０３Ｔ－７．０１２×１０－７Ｔ２＋

　１．１９７×１０－１０Ｔ３＋２．２３］

４．１　本文算法对模型参数的估计
本文根据文献［１１］所提供的实验数据，采用

本文算法对模型参数 Ｋ０１，Ｋ０２，Ｋ０３，Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３进行
估计．参数估计原则是使式（２０）ＥＱＳ达到最小，此
为优化目标函数：

ＥＱＳ＝∑
Ｍ

ｉ＝１

γ^ｉ－γｉ
γ[ ]
ｉ

（２０）

式中：Ｍ—样本容量，γｉ，^γｉ—第 ｉ个样本的实验值
与估算值．算法的参数设置与算法测试中一致．
４．２　结果分析

表３的数据表明本文算法２．１优于文献［１１］
用Ｐｏｗｅｌｌ非线性优化方法和文献［１２］用改进遗传
算法（ＥＧＡ）进行参数估计时所得的结果，比较如表
３所示．

表３　不同优化模型参数估计值的比较

Ｔａｂｌｅ３　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｐｔｉｍａｌｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ｋ０１ Ｋ０２ Ｋ０３ Ｅ１ Ｅ２ Ｅ３ ＥＱＳ
Ｐｏｗｅｌｌ ０．１５２ ８．１８ ０．２２１６２０７３ ２３８４ １８９４９６．７６
ＥＧＡ ０．３２１０．２５５６．９４５６２６１０ １７３４．８ ５５６９４３．９２６

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ２．１０．４７ ８．３５７２．０２３６２２５２ ２１３４．７ ４６８５３３．３２７
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