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分数阶混沌系统的延迟同步

王德金　郑永爱
（扬州大学信息工程学院，扬州　２２５００９）

摘要　基于分数阶线性系统的稳定性理论，结合反馈控制和主动控制方法，提出了实现分数阶混沌系统的

延迟同步的一种新方法．该方案通过设计合适的控制器将分数阶混沌系统的延迟同步问题转化为分数阶线

性误差系统在原点的渐近稳定性问题．分数阶Ｃｈｅｎ系统的数值模拟结果验证了该方案的有效性．
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引 言

分数阶微积分已有３００多年的历史，其发展几
乎与整数阶微积分同步．但将其应用到物理学和工
程学的研究热潮还是最近几十年兴起的．近年来，
越来越多的科技工作者对分数阶混沌系统产生了

兴趣，并利用分数阶方程描述动力系统，从而出现

了一些分数阶混沌系统．例如：分数阶Ｃｈｅｎ混沌系
统［１］，分数阶Ｊｅｒｋ混沌系统［２］，分数阶 Ｌｉｕ混沌系
统［３］，分数阶 Ｌü混沌系统［４］，分数阶统一混沌系

统［５］等．
另一方面，自１９９０年 Ｐｅｃｏｒａ等人［６］提出混沌

的同步原理并在电路中实现以来，混沌同步的研究

得到了蓬勃的发展．人们提出了多种混沌的控制方
法，如驱动响应混沌同步方法［７］，线性和非线性反

馈同步方法［８］，耦合同步法［９］，自适应同步法［１０］，

驱动参量同步法［１１］等．这些同步方法大多也适应
于分数阶混沌系统之间的同步．文献［１２］利用广
义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统理论的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法，严格分析
了延迟反馈方法控制混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统到周期解的
机理，揭示了延迟时间与控制混沌的关系．文献
［１３］针对分数阶混沌系统的投影同步问题，提出
了一种基于主动滑模原理的控制器实现了对分数

阶混沌系统的投影同步．基于拉普拉斯变换和分数
阶线性稳定性理论，文献［１４］运用单向耦合同步
法，驱动响应同步法，反馈线性化控制方法研究了
一个分数阶新超混沌系统的同步问题．文献［１５］
基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，运用主动控制方法选

择合适的控制函数，将混沌系统的延迟同步转化为

线性误差系统在原点的渐近稳定性问题，实现了整

数阶Ｌｉｕ混沌系统的延迟同步．本文在文献［１５］的
基础上提出了实现分数阶混沌系统的延迟同步的

控制器设计方案，理论上证明了该控制方案的正确

性．利用分数阶微分方程的预估校正算法，以分数
阶Ｃｈｅｎ系统为例的数值模拟验证了该方法的可行
性和有效性．

１　分数阶混沌系统的延迟同步控制器设计

考虑由下面的数学模型描述的分数阶混沌系

统

ｄαｘ／ｄｔα＝Ａｘ＋Ｆ（ｘ） （１）
其中０＜α＜１，Ａ是关于系统参数的ｎ×ｎ阶矩阵，ｘ
＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ∈Ｒｎ为系统（１）的状态向量，Ｆ

（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｎ（ｘ））
Ｔ∈Ｒｎ为系统的非

线性项．假设系统（１）为驱动系统，响应系统设计
为：

ｄαｙ／ｄｔα＝Ａｙ＋Ｆ（ｙ）＋Ｕ （２）
其中Ｆ（ｙ）＝（ｆ１（ｙ），ｆ２（ｙ），…，ｆｎ（ｙ））

Ｔ∈Ｒｎ，Ｕ为
控制器．对于系统（１）和（２），若存在常数 τ使得
ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ－τ）‖ ＝０，则称系统（１）和（２）达

到延迟同步．其中ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）分别是系统（１）和（２）
对应的解．设ｅ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ－τ），由（１）和（２）
可得误差系统

ｄαｅ（ｔ）／ｄｔα＝Ａｅ（ｔ）＋Ｆ（ｙ（ｔ））－Ｆ（ｘ（ｔ－τ））＋Ｕ
（３）

为了研究系统（１）和（２）的延迟同步，我们首
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先给出下面的引理．
引理１［１６］　对于分数阶线性系统：

ｄαｘ／ｄｔα＝Ｃｘ （４）
其中０＜α＜１，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ∈Ｒｎ，Ｃ∈Ｒｎ×ｎ为
常数矩阵，若矩阵 Ｃ的特征值满足｜ａｒｇ（λ１）｜＞

απ／２，α＝ｍａｘ（α１，α２，…，αｎ），ｉ＝１，２，…，ｎ，则分
数阶线性系统（４）在原点是渐近稳定．
定理１：　假设控制器Ｕ设计为Ｕ＝Ｆ（ｘ（ｔ－τ））－
Ｆ（ｙ（ｔ））－ｋｅ（ｔ），且ｋ可使（Ａ－ｋＩ）的特征值λｉ满
足｜ａｒｇ（λｉ）｜＞απ／２，则分数阶误差系统（３）在原
点是渐近稳定的，即系统（１）和（２）达到延迟同步．

证明：将 Ｕ＝Ｆ（ｘ（ｔ－τ））－Ｆ（ｙ（ｔ））－Ｋｅ（ｔ）
代入（３）得

ｄαｅ（ｔ）／ｄｔα＝（Ａ－ｋＩ）ｅ（ｔ）
因为存在合适的ｋ可使（Ａ－ｋＩ）的特征值 λｉ满足｜
ａｒｇ（λｉ）｜＞απ／２，而由引理１知，分数阶误差系统
（３）在原点是渐近稳定的，即分数阶混沌系统（１）
和（２）达到了延迟同步．

２　分数阶混沌系统延迟同步的数值模拟

下面我们以分数阶Ｃｈｅｎ系统作为例子来阐明
上一节理论结果的正确性，作为驱动系统的分数阶

Ｃｈｅｎ混沌系统由下面的数学模型描述：
ｄαｘ１（ｔ）／ｄαｔ＝－ａ（ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ））

ｄαｘ２（ｔ）／ｄαｔ＝（ｃ－ａ）ｘ１（ｔ）－

　ｘ１（ｔ）ｘ３（ｔ）＋ｃｘ２（ｔ）

ｄαｘ３（ｔ）／ｄαｔ＝ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）－ｂｘ３（ｔ













）

（５）

当参数ａ＝３５，ｂ＝３，ｃ＝２８，α＝０．９时系统处
于混沌状态，图１给出了上述参数条件下混沌吸引
子在各个平面上的投影．

响应系统为如下的受控的分数阶Ｃｈｅｎ系统：
ｄαｙ１（ｔ）／ｄαｔ＝－ａ（ｙ１（ｔ）－ｙ２（ｔ））＋ｕ１
ｄαｙ２（ｔ）／ｄαｔ＝（ｃ－ａ）ｙ１（ｔ）－

　ｙ１（ｔ）ｙ３（ｔ）＋ｃｙ２（ｔ）＋ｕ２
ｄαｙ３（ｔ）／ｄαｔ＝ｙ１（ｔ）ｙ２（ｔ）－ｂｙ３（ｔ）＋ｕ













３

（６）

把驱动系统（５）写成（１）的形式，有
ｄαｘ／ｄｔα＝Ａｘ＋Ｆ（ｘ） （７）

其中Ａ＝
－ａ ａ ０
ｃ－ａ ｃ ０
０ ０









－ｂ
，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

Ｔ，Ｆ（ｘ）

图１　分数阶Ｃｈｅｎ系统的相图

Ｆｉｇ．１　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ

＝（０，－ｘ１ｘ３，ｘ１ｘ２）
Ｔ．

把响应系统（６）写成（２）的形式，有
ｄαｙ／ｄｔα＝Ａｙ＋Ｆ（ｙ）＋Ｕ （８）

将定理１中设计的控制器Ｕ代入式（８）得
ｄαｙ（ｔ）／ｄｔα＝Ａｙ（ｔ）＋Ｆ（ｘ（ｔ－τ））－ｋｅ（ｔ）（９）

其中ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３）
Ｔ，Ｆ（ｘ（ｔ－τ））＝（０，－ｘ１（ｔ－

τ）ｘ３（ｔ－τ），ｘ１（ｔ－τ）ｘ２（ｔ－τ））
Ｔ，ｅ（ｔ）＝（ｅ１（ｔ），ｅ２

（ｔ），ｅ３（ｔ））
Ｔ，Ｕ＝（ｕ１，ｕ２，ｕ３）

Ｔ，ｋ为常数．
由（７）式和（８）式得分数阶线性误差系统为：
ｄαｅ（ｔ）／ｄｔα＝（Ａ－ｋＩ）ｅ（ｔ）

Ａ－ｋＩ＝
－ａ－ｋ ａ ０
ｃ－ａ ｃ－ｋ ０
０ ０









－ｂ－ｋ

（１０）

通过计算可得Ａ－ｋＩ的三个特征值分别为：

λ１＝－ｂ－ｋ

λ２＝
－２ｋ－ａ＋ｃ＋ ｃ２－３ａ２＋６槡 ａｃ

２

λ３＝
－２ｋ－ａ＋ｃ－ ｃ２－３ａ２＋６槡 ａｃ

２
当ａ＝３５，ｂ＝３，ｃ＝２８时，存在适当的 ｋ值可使定
理１的条件得到满足．不妨取ｋ＝３０，三个特征值分
别为：λ１＝－６３，λ２＝－６０．８４，λ３＝－６．１６，满足定
理１的条件，系统（７）和（８）之间可达到延迟同步．

数值仿真中采用分数阶微分方程的预估 －校
正算法，当ｋ＝３０时，取时间 ｔ＝４０ｓ，延迟时间 τ＝
１．０ｓ，系统（７）和（８）的初值分别为 ｘ（０）＝（２，１，
３）Ｔ，ｙ（０）＝（１，６，２．０，２．５）Ｔ，误差系统（１０）的初

值为ｅ（０）＝（０．０８，０．０７，０．０９）Ｔ．图２给出了驱动
系统（７）和响应系统（８）的延迟同步状态曲线，图３
给出了分数阶线性误差系统（１０）中延迟同步误差

９３３



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１０年第８卷

ｅ（ｔ）的收敛曲线．由图２和图３可以看出，通过选
择合适的控制器函数 Ｕ，分数阶 Ｃｈｅｎ混沌系统实
现了延迟同步，延迟同步误差ｅ（ｔ）在很短的时间内
收敛到零．数值模拟结果验证了定理１的正确性和
有效性．

图２　驱动系统（７）和响应系统（８）的

时间序列曲线图（实线－ｙ，虚线－ｘ）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ（７）ａｎｄ

ｒｅｓｐｏｎｓｅｓｙｓｔｅｍ（８）（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ－ｙ，ｄｏｔｔｅｄｌｉｎｅ－ｘ）

图３　分数阶线性误差系统（１０）的时间序列曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｌｉｎｅａｒｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（１０）

３　结论

本文基于分数阶线性系统的稳定性理论，结合

反馈控制和主动控制方法，提出了一种实现分数阶

混沌系统延迟同步控制的新方法，并给出了控制器

的解析表达式．该方法通过非线性反馈使得分数阶
混沌系统的延迟同步误差系统转化为分数阶线性

系统，简化了分数阶混沌系统延迟同步问题的研

究．通过对分数阶 Ｃｈｅｎ混沌系统的延迟同步进行
数值模拟，数值模拟结果验证了该方法的有效性和

可行性．
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