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蔡氏电路混沌系统的单状态延时反馈控制
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摘要　基于时滞系统的Ｈｏｐｆ分叉理论，设计了仅考虑单个状态变量的时滞反馈控制器，实现了将蔡氏电路

系统的混沌运动稳定到某周期轨道上．首先论证了蔡氏电路系统的混沌动力学行为及平衡点的稳定性，然

后详细分析了系统在ｘ，ｙ，ｚ三个不同的单状态时滞反馈下增益参数的可控取值范围，最后数值仿真结果验

证了理论分析的正确性．
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引 言

混沌是存在于自然界中的一种普遍运动形式，

它是在确定性系统中产生的不规则运动，而这种运

动对初始条件非常敏感．在某种程度上，混沌是有
益的，如在保密通信领域中，混沌信号可以很好的

提高信息的安全性．另一方面，混沌又是不受欢迎
的，因为混沌行为的不可预知性可能造成不利的影

响．因此，能够控制混沌（拟制或者消除）就显得非
常重要．

自美国马里兰大学的 Ｏｔｔ，Ｇｒｅｂｏｇｉ和 Ｙｏｋｅ三
位科学家提出混沌控制的 ＯＧＹ方法以来［１］，各种

不同的混沌控制方法应运而生，如主动控制法［２］，

滑模控制法［３］，延迟反馈控制法［４９］，自适应控制

法［１０］，脉冲控制法［１１］等．其中，Ｋ．Ｐｙｒａｇａｓ于１９９２
年提出了所谓时间延迟反馈控制（ＴＤＦＣ）方法［１２］，

该方法不需要预先获得待控制系统的太多信息，只

需预先知道嵌入在该混沌系统中的不稳定周期轨

道（ＵＰＯ）的周期，即可利用时滞偏差信号将系统稳
定到该目标 ＵＰＯ上，而并不改变 ＵＰＯ本身．与
ＯＧＹ方法相比，ＴＤＦＣ控制利用连续时间激励，有
助于抑制噪声，且容易实现，因此该方法在实际控

制中有着较为广泛的应用．１９９４年 Ｐ．Ｃｅｌｋａ以蔡
氏电路为例［１３］，首次对该方法进行了实验验证．张
晓明［５］等人对时滞反馈法控制低维混沌系统的可

控条件进行了研究，并应用于 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统．于洪
洁［１４］提出了非线性时滞反馈控制方法，并成功实

现了对受迫Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的混沌控制．
蔡氏电路是一个典型的混沌电路，在电子通信

领域有着重要的应用，具有很好的研究价值．本文
以蔡氏电路混沌系统为例研究了单变量线性时滞

反馈控制参数ｋ和 τ的关系．最后，分别给出了 ｘ，
ｙ，ｚ三种不同状态延迟反馈的控制参数取值范围，
并通过数值仿真对其实际控制效果进行了验证．

１　模型分析

考虑无量纲化后的蔡氏电路混沌系统［１５］：

ｘ＝α（ｙ－ｈ（ｘ））
ｙ＝ｘ－ｙ＋ｚ
ｚ＝－β

{
ｙ

（１）

其中：ｈ（ｘ）＝ｍ１ｘ＋１／２（ｍ０－ｍ１）（｜ｘ＋１｜－｜ｘ－１
｜），α和β是大于０的两个系统参数．由文献［１５］
可知，当α＝９，β＝１００／７，ｍ０＝－１／７，ｍ１＝２／７时，
系统（１）有三个平衡点

Ｏ（０，０，０），Ｐ±（±１．５，０，１．５），
且具有混沌状态，其在（ｘ，ｙ）平面的混吸引子如图
１所示．为分析各平衡点的稳定性，令其对应的 Ｊａ
ｃｏｂｉ矩阵行列式为零，

Ｏ点：

－ｍ０α－λ α ０

１ －１－λ １
０ －β －λ

＝０ （２）

Ｐ±点：

－ｍ１α－λ α ０

１ －１－λ １
０ －β －λ

＝０ （３）
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解得其对应的特征根为：

Ｏ点：λ＝２．２２，－０．９７±ｉ２．７１
Ｐ±点：λ＝－３．９４，０．１９±ｉ３． }０５ （４）

由此可知，三个平衡点均为不稳定的鞍焦点．

图１　蔡氏电路⑴在（ｘ，ｙ）平面的相图

Ｆｉｇ．１　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆＣｈｕａ′ｓｃｉｒｃｕｉｔｓ⑴ｉｎ（ｘ，ｙ）ｐｌａｎｅ

２　时滞反馈控制

系统（１）加入延迟反馈控制后的方程为：
ｘ＝α（ｙ－ｈ）＋ｋ１１（ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－τ））

ｙ＝ｘ－ｙ＋ｚ＋ｋ２２（ｙ（ｔ）－ｙ（ｔ－τ））

ｚ＝－βｙ＋ｋ３３（ｚ（ｔ）－ｚ（ｔ－τ
{

））

（５）

为简单起见，只讨论对系统（５）加单状态延迟反馈
的情况，即下面三种情况之一：

ｊ＝１，ｋ１１＝ｋ，ｋ２２＝ｋ３３＝０

ｊ＝２，ｋ２２＝ｋ，ｋ１１＝ｋ３３＝０

ｊ＝３，ｋ３３＝ｋ，ｋ１１＝ｋ２２＝
{

０

（６）

并以第二种单状态反馈为例对受控系统进行稳定

性分析，即取 ｋ２２＝ｋ，ｋ１１＝ｋ３３＝０．此时受控系统
（５）在平衡点 Ｐ±（±１．５，０，１．５）处的 Ｊａｃｏｂｉ矩
阵为（对于平衡点Ｏ的分析类似）：

Ａ＝

－１８／７ ９ ０

１ －１＋ｋ－ｋｅ－λτ １
０ －１００／









７ ０

特征方程为：

ｆ（λ）＝｜Ａ｜＝λ３＋β１λ
２＋β２λ＋β３＝０ （７）

其中：

β１＝２５／７－ｋ＋ｋｅ
－λτ

β２＝５５／７－１８／７ｋ＋１８／７ｋｅ
－λτ

β３＝１８００／４９

根据Ｈｏｐｆ分叉理论［１６］，若当 τ＝τ０时特征方程
（７）有一对简单的纯虚根且满足横截穿越条件，则
系统（５）在τ０处会出现 Ｈｏｐｆ分叉．为得到特征根

穿越虚轴的临界条件，将 λ＝ｉω（ω＞０）代入方程
（７）并分离实部、虚部后得到：

ａｓｉｎ（ωτ）－ｂｃｏｓ（ωτ）＋ｃ１＝０

ａｃｏｓ（ωτ）＋ｂｓｉｎ（ωτ）＋ｃ２＝{ ０
（８）

其中，

ａ＝１８／７ωｋ，ｂ＝ω２ｋ
ｃ１＝ω

２ｋ－２５／７ω２＋１８００／４９

ｃ２＝５５／７ω－ω
３－１８／７ωｋ （９）

进一步整理可得：

ｆ（ω）＝ω６－（２ｋ＋１４５／４９）ω４＋（１６２０／４９ｋ－
　６８８２５／３４３）ω２＋３２４００００／２４０１＝０ （１０）

令ｚ＝ω２，则方程（１０）简化为：
ｇ（ｚ）＝ｚ３－（２ｋ＋１４５／４９）ｚ２＋（１６２０／４９ｋ－
　６８８２５／３４３）ｚ＋３２４００００／２４０１＝０ （１１）

系统出现Ｈｏｐｆ分叉的临界条件即为方程（１１）至少
有一个正实根．为此，对方程（１１）求导得：

ｈ（ｚ）＝ｄｇ（ｚ）ｄｚ ＝３ｚ
２－（４ｋ＋２９０／４９）ｚ＋

　１６２０／４９ｋ－６８８２５／３４３ （１２）
对方程（１１）和（１２）进行分析后不难得出以下

结论：

定理１　方程（１１）至少存在一个正实根的充分必
要条件为：

（１）方程ｈ（ｚ）＝０有两个实根 ｚ１，ｚ２（假设 ｚ１ ＜

ｚ２），且ｚ２ ＞０；

（２）ｇ（ｚ２）≤０．＃
进一步分析还可得若方程（１１）有一个正实根，则
必有两个正实根（按重数计算）和一个负实根．将
定理１中的两个条件代入方程（１１），（１２）得到参
数ｋ的取值范围为：

ｋ＜－０．２３４
重复以上计算过程可得平衡点 Ｏ（０，０，０）产生
Ｈｏｐｆ分叉的参数ｋ的取值范围为：

ｋ＞１．１３７
在以上取值范围内给定参数ｋ，便可由方程（１０）求
出两个正的ω
０＜ω１＜ω２

再由方程（８）可以确定其分别对应的临界时滞为：

τｓｎ（ｋ）＝
１

ωｓ（ｋ）
｛ａｒｃｃｏｓ［

－ｃ１ｂ－ｃ２ａ
ｋ（ｂ２＋ａ２）

］＋２ｎπ｝

ｓ＝１，２；ｎ＝０，１，２，… （１３）
由方程（１０）和（１１）可求出关于参数 ｋ的函数

１３３
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表达式，同时将式（９）代入式（１２）便可得到延时反
馈增益ｋ与延时量 τ的临界关系曲线，如图（２）所
示，其中实线代表 τ２ｎ与 ｋ的临界曲线，虚线代表

τ１ｎ与ｋ的临界曲线．
根据图２确定的系统（５）产生 Ｈｏｐｆ分叉的临

界曲线，可以选取控制混沌运动所需要的控制参数

ｋ和τ．这里仅选取两组特定的参数来验证控制效
果．当ｋ＝－２．５４，τ＝１．８时，系统（５）被控制到周
期性１运动上，其相图如图３（ａ），（ｂ）所示．

图２　参数ｋ与τ的临界关系曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｃｕｒｖｅｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｋａｎｄτ

图３　 ｊ＝２时，系统被稳定到的周期轨道

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｔａｂｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓｆｏｒｊ＝２

当ｊ＝１，３时，重复上述计算过程，可得出相应的 ｋ
值的取值范围和控制条件，如下表所示：

表１　ｊ＝１，３情况下，系统（５）在平衡点Ｐ±的控制条件

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｃｏｎｔｒｏｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆＳｙｓｔｅｍ（５）

ａｔｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｓＰ±ｆｏｒｊ＝１，３

ｊ ｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｒａｎｇｅｏｆｋ
１ ｋ（ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－τ）） ｋ＜１．２０２
３ ｋ（ｚ（ｔ）－ｚ（ｔ－τ）） ｋ＞－７．１２５

表２　ｊ＝１，３情况下，系统（５）在平衡点Ｏ的控制条件

Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｃｏｎｔｒｏｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆＳｙｓｔｅｍ（５）

ａｔｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｓＯｆｏｒｊ＝１，３

ｊ ｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｒａｎｇｅｏｆｋ
１ ｋ（ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－τ）） ｋ＜１７．４４１
３ ｋ（ｚ（ｔ）－ｚ（ｔ－τ）） ｋ＜－０．１６６

根据上表给出的控制条件进行数值仿真，发现当

把延迟反馈施加到第一项（ｊ＝１）或第二项（ｊ＝２）时系
统只能被控制到环绕平衡点Ｐ±的周期轨道上，而施
加到第三项（ｊ＝３）时，系统只能被控制到平衡点环绕
平衡点Ｏ（０，０，０）的周期轨道上．当ｊ＝１时，取ｋ＝－
３．５４，τ＝０．０７，控制结果如图４（ａ），（ｂ）所示．

图４　 ｊ＝１时，系统被稳定到的周期轨道

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｔａｂｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓｆｏｒｊ＝１

当ｊ＝３时，取ｋ＝－２．３８，τ＝０．８，控制结果如图５
所示．

图５　ｊ＝３时，系统被稳定到的周期轨道

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｓｔａｂｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓｆｏｒｊ＝３

３　结论

通过对蔡氏电路混沌系统单状态时滞反馈控

制的理论分析和数值模拟，结果表明：这种控制方

案的是可行的，理论分析与实际控制结果相吻合，

这为实验研究提供了具有指导意义的重要结果．但
采用这种方法稳定到的周期轨道并不一定是嵌入

在原混沌系统的中的不稳定周期轨道，如何将原混

沌系统中的不稳定轨道控制到稳定而不改变周期

轨道本身，是所谓的跟踪问题，我们将在以后的工

作中进一步研究．另外，这种方法理论上也可以推
广到更高维的混沌系统中．
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