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非光滑系统的混沌同步

付士慧

（郑州大学数学系，郑州　４５０００１）

摘要　通过广义哈密顿系统和观测器法，本文将非光滑混沌系统的同步问题转化成了研究光滑系统零解的

稳定性，从而给出了混沌同步的条件．对具体的带干摩擦，碰撞的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子分别进行研究，使其达到了完

全同步，表明该方法的正确性．

关键词　广义哈密顿系统，　混沌同步，　干摩擦，　碰撞

引 言

同步是非线性动力系统的一种非常普遍的现

象，它表明两个运动的物体，通过介质进行或强或

弱的耦合，使得两个系统运动状态趋于一致．混沌
同步是近年发现的新的同步，并且已广泛应用到生

物学、化学、医学、电子学、信息科学和保密通信

等领域．到目前为止 ，人们已经对多种同步类

型［１］（完全同步，滞后同步，预测同步，广义同步等

等）和实现同步的多种方法（驱动响应同步法，自
适应同步法［２］，脉冲同步法［３］，观测器同步法［４］

等）进行了研究，并且取得了丰富的成果．
然而，上述对混沌同步的研究主要是针对光滑

系统［１３］，实际上许多工程系统都是非光滑的［４５］，

并且非光滑系统主要被分为三类：（１）非光滑连续
系统（系统的向量场连续，Ｊａｃｏｂｉ矩阵不连续），如
文献［４］中给出的混沌系统；（２）Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统（系
统的向量场，Ｊａｃｏｂｉ矩阵都不连续），如干摩擦系
统［５］；（３）脉冲系统（系统的状态变量，向量场和
Ｊａｃｏｂｉ矩阵都不连续），如碰撞系统［５］．实际上，第
一类非光滑系统可包含在第二类中．目前对非光滑
系统混沌同步的研究主要集中在非光滑连续系统，

比如Ｃｈｕａ电路［６７］，主要困难是误差系统零解稳定

性的研究．由于非光滑系统的向量场在非光滑点
Ｊａｃｏｂｉ矩阵不存在，无法得到其线性化方程，因此
误差系统很难给出；即使得到误差系统，一般也是

非光滑的，其零解的稳定性也不易研究．但是，非光
滑系统的同步问题是非光滑系统动力学研究的重

要内容［８］，所以值得考虑．本文将广义哈密顿系统
和观测器的方法［４］应用到非光滑系统，将其混沌同

步问题转化成了光滑系统的零解稳定性，并给出了

同步的条件．具体安排如下：
在第一节，通过广义哈密顿系统和观测器法，

本文重新设计了非光滑系统，得到光滑的误差系

统，从而研究了其零解稳定性，给出同步的条件；在

第二节，本文对带干摩擦和碰撞的 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子分
别研究了混沌同步；最后给出了本文的结论．

１　非光滑系统的混沌同步

考虑如下非光滑系统：

ｘ＝ｆ（ｘ，ｔ）　ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）
Ｔ∈Ｒｎ （１）

其中ｆ∈Ｒｎ是非光滑的．
通过广义哈密顿系统，方程（１）重新被表示

为：

ｘ＝Ｊ１（ｘ）
Ｈ
ｘ
＋Ｓ（ｘ）Ｈ

ｘ
＋Ｆ１（ｘ，ｔ） （２）

其中Ｈ（ｘ）为能量函数，在Ｒｎ中全局正定，如果 Ｈ

＝１２ｘ
ＴＭｘ（Ｍ是常的，对称的，正定矩阵），Ｈ

ｘ
＝

Ｍｘ；Ｊ１（ｘ）＋Ｊ
Ｔ
１（ｘ）＝０，Ｓ（ｘ）＝Ｓ

Ｔ（ｘ），Ｊ１（ｘ）和 Ｓ
（ｘ）是光滑的，而 Ｆ１（ｘ，ｔ）是非光滑的．根据 Ｈ（ｘ）
和Ｊ１（ｘ），Ｓ（ｘ），Ｆ１（ｘ，ｔ）的不同表达式，方程（２）的
形式不唯一．其具体形式之一可为：

ｘ＝（Ｊ（ｘ）＋Ｉ）Ｈ
ｘ
＋ＳＨ
ｘ
＋Ｆ（ｘ，ｔ）

或　ｘ＝Ｊ（ｘ）Ｈ
ｘ
＋（Ｉ＋Ｓ）Ｈ

ｘ
＋Ｆ（ｘ，ｔ） （３）
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在这里 Ｊ（ｘ）＋ＪＴ（ｘ）＝０，Ｉ是常的反对称矩阵，Ｓ
是常的对称矩阵，而Ｆ（ｘ，ｔ）是非光滑的．

利用观测器方法，方程（３）又可重新被设计：

ｘ＝Ｊ（ｙ）Ｈ
ｘ
＋（Ｉ＋Ｓ）Ｈ

ｘ
＋Ｆ（ｘ，ｔ）

ｙ＝ＣＨ


{
ｘ

（４）

其中ｙ是系统的输出量，矩阵Ｃ是常数矩阵．此时，
把方程（４）作为驱动系统．

令ξ和η分别为ｘ和ｙ的扰动，则方程（４）相
应的响应系统为

ξ
·

＝Ｊ（ｙ）Ｈ
ξ
＋（Ｉ＋Ｓ）Ｈ

ξ
＋Ｆ（ｙ，ｔ）＋Ｋ（ｙ－η）

η＝ＣＨ
{

ξ

（５）

其中Ｋ是常数矩阵．接下来，本文主要研究矩阵Ｋ满
足什么条件时，系统（４）和（５）能够达到完全同步．

若记ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ξ（ｔ），ｅｙ＝ｙ－η，那么方程
（４）和（５）的误差系统为：

ｅ＝Ｊ（ｙ）Ｈ
ｅ
＋（Ｉ＋Ｓ－ＫＣ）Ｈ

ｅ

ｅｙ＝Ｃ
Ｈ
ｅ
　ｅｙ∈Ｒ{ ｍ

或　

ｅ＝（Ｊ（ｙ）＋Ｉ－１２（ＫＣ－Ｃ
ＴＫＴ））Ｈ

ｅ
＋

　（Ｓ－１２（ＫＣ＋Ｃ
ＴＫＴ））Ｈ

ｅ

ｅｙ＝Ｃ
Ｈ
ｅ
　ｅｙ∈Ｒ











 ｍ

（６）

其中
Ｈ
ｅ
＝Ｈ
ｘ
－Ｈ
ξ
＝Ｍ（ｘ－ξ）＝Ｍｅ．

若系统（１）是第二类非光滑系统，状态变量连
续，并且在对其重新设计的过程中，方程（４）中只有
是非光滑的而方程（５）中也含有Ｆ（ｙ，ｔ），因此相减
后得到的误差系统（６）是光滑的；若系统（１）是第三
类非光滑系统，状态变量不连续，这时方程（４）和
（５）相减后得到的误差系统还是非光滑的，此时仍用
光滑系统（６）近似代替．因此不管系统（１）是哪类非
光滑系统，系统（４）和（５）的同步问题最终都转化成
研究光滑系统（６）的零解的稳定性．记Ｗ＝Ｉ＋Ｓ．而
在文献［９］中，作者指出误差系统（６）的零解是指数
渐近稳定的当且仅当存在Ｋ使得

［Ｗ－ＫＣ］＋［Ｗ－ＫＣ］Ｔ＝［Ｓ－ＫＣ］＋［Ｓ－

　２ＫＣ］Ｔ＝２［Ｓ－１２（ＫＣ＋Ｃ
ＴＫＴ）］ （７）

是负定的．

２　应用与仿真

２．１　带干摩擦的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子
方程如下：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ｐｃｏｓ（ωｔ）＋ｃｘ１（１－ｘ

２）－ｈｘ２－

　ｄ（
μ０－μ１
１＋η１｜ｘ２｜

＋μ０＋η２ｘ
２
２）ｓｉｇｎ（ｘ２









 ）

（８）

该系统是非光滑的，属于第二类非光滑系统．令 Ｈ

（ｘ）＝１２（ｘ
２
１＋ｘ

２
２），可得 Ｉ＝

　０　１－ｃ２

１ｃ２　　











０
，Ｓ＝

　０　１＋ｃ２
１＋ｃ
２











　ｈ
．令ｙ＝

ｘ１
ｘ[ ]
２

，则Ｃ＝
１　０[ ]０　１

，Ｊ（ｘ）＝
０　０[ ]０　０

，

Ｆ（ｘ）＝
　　　　　０

ｐｃｏｓ（ωｔ）ｃｘ３１ｄ（
μ０－μ１
１＋η１｜ｘ２｜

＋μ０＋η２ｘ
２
２）ｓｉｇｎ（ｘ２









）
，

且Ｋ＝
Ｋ１　Ｋ３
Ｋ２　Ｋ

[ ]
４

．根据方程（６），系统（８）的误差系

统为

ｅ＝
０

１－ｃ－Ｋ３＋Ｋ２
２

－
１－ｃ－Ｋ３＋Ｋ２

２











０

Ｈ
ｅ
＋

　
－Ｋ１

１＋ｃ－Ｋ３＋Ｋ２
２

１＋ｃ－Ｋ３＋Ｋ２
２ －ｈ－Ｋ











４

Ｈ
ｅ

（９）

利用条件（７）误差系统（９）的零解是渐近稳定
的当且仅当选择合适的Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３和Ｋ４使得

２
－Ｋ１

１＋ｃ－Ｋ３＋Ｋ２
２

１＋ｃ－Ｋ３＋Ｋ２
２ －ｈ－Ｋ











４

是负定的，

即Ｋ１＞０；４Ｋ１（ｈ＋Ｋ４）＞（１＋ｃ－Ｋ２－Ｋ３）
２．

在文献［５］中，作者指出当系统方程（８）选取
如下参数：ｃ＝１，ｈ＝０．２５，ｐ＝０．３，ω＝１，η１＝１．４２，
η２＝０．００５，μ０＝０．２５，μ１＝０．０５，ｄ＝０．０８，系统是
混沌的，如图１所示．本文选取 Ｋ１＝１，Ｋ２＝１，Ｋ３＝
１，Ｋ４＝０．７５，从图３和图４易见误差系统（９）的状

７２３
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态变量很快趋于零，这说明驱动系统（８）及其相应
的形如方程（５）的响应系统很快达到了完全同步．

图１　系统（８）的相位图

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（８）

图２　系统（１０）的相位图

Ｆｉｇ．２　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆＥｑｕａｔｉｏｎ（１０）

图３　误差系统（９）的ｅ１随时间变化的历程图

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｅ１ｉｎｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（９）

图４　误差系统（９）的ｅ２随时间变化的历程图

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｅ２ｉｎｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（９）

２．２　带碰撞的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子
方程如下：

ｘ１＝ｘ２　　　　　　　　　　　ｘ１＜Ｘ０
ｘ２＝ｐｃｏｓ（ωｔ）＋ｃｘ１（１－ｘ

２
１）－ｈｘ２

ｘ２ａ＝－Ｒｘ２ｂ　　　　　　　　　ｘ１≥Ｘ
{

０

（１０）

该系统是非光滑的，属于第三类非光滑系统．

令Ｈ（ｘ）＝１２（ｘ
２
１＋ｘ

２
２），可得 Ｉ＝

　０　１－ｃ２

１ｃ２　　











０
，Ｓ＝

　０　１＋ｃ２
１＋ｃ
２











　ｈ
．令ｙ＝［ｘ１］，则Ｃ＝［１　０］，Ｊ（ｘ）＝

０　０[ ]０　０
，Ｆ

（ｘ）＝
　０

ｐｃｏｓ（ωｔ）－ｃｘ[ ]３
１

，且Ｋ＝
Ｋ１
Ｋ[ ]
２

，．根据方程（６），系统

（１０）的误差系统为

ｅ＝
０

１－ｃ＋Ｋ２
２


１－ｃ＋Ｋ２
２











０

Ｈ
ｅ
＋

－Ｋ１
１＋ｃ－Ｋ２
２

１＋ｃ－Ｋ２
２











－ｈ

Ｈ
ｅ

（１１）

图５　误差系统（１１）的ｅ１随时间变化的历程图

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｅ１ｉｎｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（１１）

图６　误差系统（１１）的ｅ２随时间变化的历程图

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｅ２ｉｎｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（１１）

利用条件（７）误差系统（１１）的零解是渐近稳

８２３
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定的当且仅当选择合适的Ｋ１和Ｋ２使得

２
－Ｋ１

１＋ｃ－Ｋ２
２

１＋ｃ－Ｋ２
２











－ｈ
是负定的，即 Ｋ１＞０；

Ｋ１ｈ＞（１＋ｃ－Ｋ２）
２．

在文献［５］中，作者指出当系统方程（１０）选取
如下参数：Ｘ０＝０．５，Ｒ＝０．６５，ｃ＝１，ｈ＝０．１，ｐ＝１，ω
＝１，系统是混沌的，如图２所示．本文选取 Ｋ１＝１，
Ｋ２＝１．５，从图５和图６易见误差系统（１１）的状态
变量很快趋于零，这说明驱动系统（１０）及其相应
的形如方程（５）的响应系统很快达到了完全同步．

３　结论

随着对非光滑系统非线性动力学特性研究的

不断深入，非光滑系统的混沌同步成为人们研究的

重要内容之一，然而目前对非光滑系统混沌同步的

研究主要集中在 Ｃｈｕａ电路．本文应用广义哈密顿
系统和观测方法，研究了一般非光滑系统的混沌同

步，数值结果也表明该方法的重要性．
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