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纵横向耦合轴向运动梁的自由振动响应研究

黄建亮　陈树辉
（中山大学应用力学与工程系，广州　５１０２７５）

摘要　研究轴向运动梁在纵向与横向振动耦合下的自由振动响应，尤其是在横向第１，２固有频率之比 ω１／

ω２接近１：３内共振条件下的系统响应．利用哈密顿原理建立非惯性参考系下轴向运动梁的振动微分方程，

采用分离变量法分离时间变量和空间变量并利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散，得到了运动梁含有２次和３次非线性

项的运动微分方程．利用增量谐波平衡法（ＩＨＢ法）分析纵向与横向振动耦合时非线性振动复杂的频幅响应

曲线，探讨了相互耦合下系统在横向前２阶固有频率附近没有横向外激励作用下的自由振动响应，揭示了

很多复杂而有趣的非线性现象．
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引 言

在工程应用中，轴向运动体系作为传送材料或

能量传输非常普遍，例如，磁带、能量传输带、锯片

等．这种体系按其抗弯刚度的不同可分为运动梁或
运动绳的模型，过去几十年来，许多学者对这类体

系进行研究［１，２］，多数集中在模态分析或计算方法

上．早期对该轴向运动系统的研究集中在线性振动
问题的分析上，包含了固有频率、模态分析和运动

临界速度等，然而线性振动分析解释不了振幅大或

在临界速度附近出现的一些自激振动、参数振动、

内共振、次谐波共振、超谐波共振、组合谐波共振、

跳跃问题等非线性振动特有的现象，这些共振点会

给工程设计带来隐患，仅研究线性问题无能所力，

所以非常有必要考虑该类系统的非线性振动问题．
Ｗｉｃｋｅｒｔ和 Ｍｏｔｅ用特征函数来研究轴向运动

体系的横向振动［３］，Ｒｉｅｄｅｌ等利用多尺度法研究了

轴向运动体系的内共振［４］．Ｃｈｅｎ［５］很好地总结了
２００５年之前的运动梁＼绳的研究工作，最近丁虎和
陈立群对轴向变速运动黏弹性梁的受迫振动响应

作了分析［６］．?ｚ等［７］研究了变速下运动梁的横向

振动的稳定性问题．Ｓｚｅ等［８，９］应用 ＩＨＢ法研究了
在恒定速度下运动梁的横向振动的基谐波、超谐

波、次谐波等一系列复杂的稳态响应，陈树辉等进

一步［１０］研究了内共振的情况，以及利用多元 Ｌ－Ｐ

法研究运动梁的横向非线性振动［１１］．张伟等［１２］分

析具有Ｋｅｌｖｉｎ黏弹性材料的传动带，利用多尺度法
和Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散法得到在１：３内共振时平均方程，
用数值模拟方法得到系统的周期振动和混沌动力

学．由于运动梁的纵向振动频率远离横向振动频
率，上述的研究工作大多数是直接忽略纵向振动对

横向振动的影响．然而，在高速传动或振动幅度大
时，纵向振动对系统振动响应的影响将不可忽略，

并直接影响系统的内共振特征．
本文探讨在纵向振动和横向振动耦合作用轴

向运动梁的非线性自由振动响应，应用 ＩＨＢ法深
入分析在横向第１，２固有频率１：３内共振条件下
系统的响应特征．

１　运动方程

图１所示为轴向运动梁的示意图．梁在两端铰
支的条件下以轴向速度 Ｖ运动，梁的横截面积为
Ａ，质量密度ρ，长度为 Ｌ，抗弯刚度为 ＥＩ，Ｐ为轴向
张力，Ｘ为轴向坐标，ＸＯＺ是固定坐标系．记运动梁
的横向位移为Ｗ（Ｘ，Ｔ），纵向位移 Ｕ（Ｘ，Ｔ），为 Ｔ
为时间．根据哈密顿原理（Ｈａｍｉｌｔｏｎ’ｓＰｒｉｎｃｉｐｌｅ）建
立梁的运动微分方程，得到下列无量纲化的纵向与

横向耦合的非线性振动方程［８］．
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运动梁的边界条件为

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（１，ｔ）＝０ （３）
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图１　运动梁的以速度运动的示意图
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其中无量纲量

ｕ＝Ｕ／Ｌ，ｗ＝Ｗ／Ｌ，ｘ＝Ｘ／Ｌ，ｔ＝Ｔ Ｐ／ρＡＬ槡
２，

ｖ＝Ｖ／Ｐ／ρ槡 Ａ，ｖ１ 槡＝ ＥＡ／Ｐ，ｖｆ＝ ＥＩ／ＰＬ槡
２

２　ＧＡＬＥＲＫＩＮ方法

首先采用变量分离，把时间变量 ｔ和空间变量
ｘ进行分离，为此，令
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为简便计，只取 Ｎ＝Ｍ＝２，将式（５）和（６）代入式
（１）和（２）后，应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法进行运算，从而得
到下列方程
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由方程（７）～（１０）得知，阻尼矩阵具有反对称性
质，所以该类系统具有陀螺特性，且方程中的恢复

力包含了２次和３次非线性项．方程（７）和（８）及
方程（９）和（１０）可表示成矩阵形式

Ｍｕｑ̈ｕ＋Ｃｕｑｕ＋Ｋｕｑｕ＋Ｋｗ２（ｑ
ｗ）ｑｗ＝０ （１１）
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　Ｋｗ３（ｑ
ｗ）ｑｗ＝０ （１２）

其中ｑｕ＝［ｑｕ１，ｑ
ｕ
２］
Ｔ，ｑｗ＝［ｑｗ１，ｑ

ｗ
２］
Ｔ，其它系数矩阵

由于篇幅所限不予列出，可参见文［８］．最后，式
（１１）和（１２）可组合成

Ｍｑ̈ｕ＋Ｃｑ＋Ｋｑ＋Ｋ２（ｑ）ｑ＋Ｋ３（ｑ）ｑ＝０ （１３）
其中：
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３　增量谐波平衡法（ＩＨＢ法）

增量谐波平衡法（ＩＨＢ法）自提出以来，在解决
非线性振动的问题被广泛应用．Ｓｚｅ，陈树辉等［８，９］

进一步推广到适合于含有陀螺系统特性的轴向运

动梁的横向非线性振动．
引入新的时间变量τ，令

τ＝ωｔ （１４）
其中ω为系统响应频率．

方程（１３）变为

ω２Ｍｑ＂＋ΩＣｑ′＋［Ｋ＋Ｋ２（ｑ）＋Ｋ３（ｑ）］ｑ＝０

（１５）
ＩＨＢ法的第一步是 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ的增量

过程．令ｑｊ０和 ω０表示振动过程中的某一状态，则
其邻近的状态可以表示为增量的形式

ｑｊ＝ｑｊ０＋Δｑｊ （１６）
ω＝ω０＋Δω （１７）

其中ｊ＝１，２，…，ｍ，ｍ＝Ｎ＋Ｍ
将表达式（１６），（１７）代入方程（１５）并略去高阶项，
便得到矩阵形式的增量方程

ω２０ＭΔｑ
＂＋ω０ＣΔｑ′＋（Ｋ＋

　Ｋ２ ＋３Ｋ３）Δｑ＝Ｒ－（２ω０Ｍｑ
＂
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Ｒ＝－｛ω２０Ｍｑ
＂
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　Ｋ３（ｑ０）］ｑ０｝ （１９）
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其中：

ｑ０＝［ｑ１０，ｑ２０，…，ｑｍ０］
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Δｑ＝［Δｑ１，Δｑ２，…Δｑｍ］
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ｗ
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２Ｋｕ２[ ]０

Ｒ是误差向量，当ｑ０，ω０为准确解时，其值为零．
ＩＨＢ法的第二步骤是谐波平衡过程．为此把ｑ０

和Δｑ展开成傅里叶级数
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　∑
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Δｂｊｋｓｉｎｋτ＝ＣｓΔＡｊ （２１）

其中：

Ｃｓ＝［１，ｃｏｓτ，…，ｃｏｓ（ｎｃ－１）τ，
　　ｓｉｎτ，…，ｓｉｎｎｓτ］

Ａｊ＝［ａｊ１，ａｊ２，…，ａｊｎｃ，ｂｊ１，ｂｊ２，…，ｂｊｎｓ］
Ｔ

ΔＡｊ＝［Δａｊ１，…，Δａｊｎｃ，Δｂｊ１，…，Δｂｊｎｓ］
Ｔ

于是，

ｑ０＝ＳＡ，Δｑ＝ＳΔＡ （２２）
其中

Ｓ＝ｄｉａｇ［Ｃｓ，Ｃｓ］，Ａ＝［Ａ１，Ａ２］
Ｔ，

ΔＡ＝［ΔＡ１，ΔＡ２］
Ｔ，

将式（２２）代入公式（１８）并应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ过程，可
以得到以ΔＡ，Δω表示的线性方程组．

ＫｍｃΔＡ＝Ｒ－ＲｍｃΔω （２３）
其中
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方程是一个线性方程组，其未知量的数目比方程数

目多一个．因此，求解时必须选定其中一个增量作
为控制增量．如果我们选择 Δω作为控制增量的
话，则在给定的增量中，Δω是已知值，其他的增量
从下列方程求解得到．

ＫｍｃΔＡ＝Ｒ （２４）
求得ΔＡ后，由表达式（１５）求得Δｑ，ｑ０，再由表达式

求得ｑ，从而求得新的Ｋｍｃ，Ｒ，于是又可以从方程求
得ΔＡ．这一过程称为迭代过程．迭代过程一直进行
下去，直到误差向量 Ｒ小于预先规定的误差值，此
时就得到对应于 ω的振幅 Ａ，从而求得原方程的
解．当迭代过程结束，再给控制增量 ω增加一个增
量Δω，于是在新的ω值之下进行上述的迭代过程，
以求出对应新的ω值的振幅Ａ．这一人为给出增量

Δω的过程称为ω增量过程．整个非线性振动问题
的求解过程就是反复交替应用增量过程和迭代过

程．

４　算例

参考文［４］所取的具有工程背景的参数，ｖ２１＝

１１２３，ｖ２ｆ＝０．０３，ｖ＝０．６．那么系统的固有频率可由
方程（１３）线性化后确定，表示为

Ｍｑ̈＋Ｇｑ＋Ｋｑ＝０ （２５）
其中Ｇ为去除阻尼项之后的具有陀螺性质矩阵系
数．
由式（２５）得到横向振动的２个固有频率为 ωｗ１＝
２．８２和 ωｗ２＝９．１４，纵向振动的 ２个固有频率为

ωｕ３＝１０５．２９和ωｕ４＝２１０．６５．
在方程（２０）中，取ｎｃ＝９，ｎｓ＝８，令

ｑｕ１＝Ａ１０＋Ａ１１ｃｏｓ（τ＋１１）＋Ａ１２ｃｏｓ２（τ＋１２）＋…，

ｑｕ２＝Ａ２０＋Ａ２１ｃｏｓ（τ＋２１）＋Ａ２２ｃｏｓ２（τ＋２２）＋…，

ｑｗ１＝Ａ３０＋Ａ３１ｃｏｓ（τ＋３１）＋Ａ３２ｃｏｓ２（τ＋３２）＋…，

ｑｗ２＝Ａ４０＋Ａ４１ｃｏｓ（τ＋４１）＋Ａ４２ｃｏｓ２（τ＋４２）＋…

其中为相位差，Ａｊｋ＝ ａ２ｊｋ＋ｂ
２

槡 ｊｋ．对于 ｑ
ｕ
１，因方程

（７）和（８）只包含２次非线性项，得到奇数谐波项
为零；而方程（９）和（１０）包含２，３次非线性项，但
以３次非线性项为主，得到偶数谐波项为零．
４．１　在横向第一阶固有频率ωｗ１附近振动的情况

图２为系统在横向第一阶固有频率附近，横向
振动的各阶频幅响应曲线图，实线和虚线分别表示

为有无纵向振动影响下的响应曲线．图２（ａ）为Ω／

ωｗ１－Ａ３１的响应（谐波项Ａ３３太小，可忽略），图２（ｂ）
和（ｃ）分别为 Ω／ωｗ１－Ａ４１和 Ω／ωｗ１－Ａ４３响应．从图
２可看出Ａ３１在响应过程中占主导，即该系统的振
动以横向的第一模态振动为主．从图中的实线与虚
线对比可看出，当系统的振幅小时，纵向振动对横

８１３
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向振动的影响很小．而当振幅大时，纵向振动对横
向振动的影响越来越明显，在同一频率处，在纵向

振动的影响下，其横向振动的振幅要比没有耦合情

况时要大，说明了部分纵向振动的能量向横向振动

转移．但在整个过程中纵向振动的影响并不会改变
对横向振动的非线性特性，这也是现有大多数文献

中不考虑纵向振动影响的主要因素．
在纵向振动的影响下，图２中系统的振动响应

从点‘Ａ’（Ω／ωｗ１＝１．０）开始，谐波项 Ａ３１，Ａ４１和 Ａ４３
都随着频率的增加而增大到点‘Ｂ’．经点‘Ｂ’，谐
波Ａ３１和Ａ４１减小直到点‘Ｃ’（对应的振幅为零），而
谐波Ａ４３继续增加，此时系统的横向振动响应以第
二阶模态为主，能量从第一阶模态向第二阶模态转

移，即发生了内共振．经点‘Ｃ’，谐波项 Ａ３１随着频
率的增加而增大到点‘Ｄ’，而谐波项 Ａ４１一开始随
着频率的增加而增大，在 Ω／ωｗ１＝１．８时会急剧下
降到零，谐波项 Ａ４３在‘ＣＤ’段的响应较为复杂，在
频率为Ω／ωｗ１＝１．６４，１．８３，１．８５时的振幅为零．

图２　横向振动的频幅响应：

（ａ）Ω／ωｗ１－Ａ３１，（ｂ）Ω／ωｗ１－Ａ４１，（ｃ）Ω／ωｗ１－Ａ４３

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｍｏｄｅ：

（ａ）Ω／ωｗ１－Ａ３１，（ｂ）Ω／ωｗ１－Ａ４１，（ｃ）Ω／ωｗ１－Ａ４３

图３所示为对应的在横向第一阶固有频率附
近时纵向振动的各模态频幅响应曲线图．图３（ａ）
为纵向第１阶模态各谐波响应，图３（ｂ）为纵向第２
阶谐波响应（第４阶响应太小，可忽略）．从图３得
知，纵向振动响应远小于图２中的横向振动响应．
其振动呈现出硬弹簧特性，在 Ω／ωｗ１≈１．２附近也
发生了复杂的内共振现象．
４．２　在横向第二阶固有频率ωｗ２附近振动的情况

图４所示为系统在横向第一阶固有频率附近，

图３　纵向振动的频幅响应：

（ａ）Ω／ωｗ１－Ａ１２，Ａ１４，（ｂ）Ω／ωｗ１－Ａ２０，Ａ２２

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｍｏｄｅ：

（ａ）Ω／ωｗ１－Ａ１２，Ａ１４，（ｂ）Ω／ωｗ１－Ａ２０，Ａ２２

横向振动的各阶频幅响应曲线图，实线和虚线分别

表示为有无纵向振动影响下的响应曲线，系统的横

向振动呈硬弹簧特性．图４（ａ）为 Ω／ωｗ２－Ａ３１的响
应（谐波项Ａ３３太小，可忽略），图４（ｂ）和（ｃ）分别为

Ω／ωｗ２－Ａ４１和 Ω／ωｗ２－Ａ４３响应．从图４可看出 Ａ４１
在响应过程中占主导，即该系统的振动以横向的第

二模态振动为主．从图中的实线与虚线对比可看
出，当系统的振幅小时，纵向振动对横向振动的影

响很小．而当振幅大时，纵向振动对横向振动的影
响越来越明显，在同一频率处，与其在第一阶固有

频率附近振动相反的是，耦合情况下的横向振动振

幅要比没有耦合情况时的要小，说明了纵向振动会

削弱横向振动的能量．另外在第二阶固有频率附
近，系统没有发生内共振现象，即横向振动的两个

模态之间没有能量的转移．

图４　横向振动的频幅响应：

（ａ）Ω／ωｗ２－Ａ３１，（ｂ）Ω／ωｗ２－Ａ４１，（ｃ）Ω／ωｗ２－Ａ４３

Ｆｉｇ．４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｍｏｄｅ：

（ａ）Ω／ωｗ２－Ａ３１，（ｂ）Ω／ωｗ２－Ａ４１，（ｃ）Ω／ωｗ２－Ａ４３

图５所示为对应的在横向第二阶固有频率附
近时纵向振动的各模态频幅响应曲线图．图５（ａ）
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为纵向第１阶模态各谐波响应，图５（ｂ）为纵向第２
阶谐波响应（第４阶响应太小，可忽略）．从图５得
知，纵向振动响应远小于图４中的横向振动响应．
其振动也呈现出硬弹簧特性，然而没有发生内共振

现象．

图５　纵向振动的频幅响应：

（ａ）Ω／ωｗ２－Ａ１２，Ａ１４，（ｂ）Ω／ωｗ２－Ａ２０，Ａ２２

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｍｏｄｅ：

（ａ）Ω／ωｗ２－Ａ１２，Ａ１４，（ｂ）Ω／ωｗ２－Ａ２０，Ａ２２

５　结论

ＩＨＢ法是一种十分有效的非线性动力学定量
分析方法，应用该法对纵向振动与横向振动耦合

时，在横向两个模态的固有频率之间成１：３内共振
条件下，理论分析了运动梁的系统响应，得到以下

３个结论：
（１）轴向运动梁的横向振动响应远大于纵向

振动响应，系统响应以横向振动为主导，纵向振动

的影响不会改变横向振动的非线性特性．一般在考
虑弱非线性或小振幅情况下，可对系统的横向非线

性特性进行简化，忽略纵向振动的影响；

（２）当系统振幅较大或在强非线性因素的影
响下，需考虑纵向振动的影响，此时系统的响应更

为复杂．随着系统的振幅越来越大，在横向振动的
第一阶固有频率附近，纵向振动对横向振动的影响

越来越大，且纵向模态的部分能量会向横向模态转

移；而在第二阶固有频率附近，纵向振动反过来会

削弱横向振动的能量；

（３）系统在横向振动的前２阶固有频率１：３
内共振条件下，在横向振动的第一阶固有频率附

近，模态之间的能量会相互转移，系统发生了内共

振；而在第二阶固有频率附近，模态之间无能量转

移，系统没有产生内共振．
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