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一般离散完整系统 Ｍｅｉ对称性的
精确不变量与绝热不变量

张克军　方建会　李燕　张斌
（中国石油大学物理科学与技术学院，东营　２５７０６１）

摘要　研究一般离散完整系统Ｍｅｉ对称性的精确不变量和绝热不变量．给出未受扰动时一般离散完整系统

Ｍｅｉ对称性导致的精确不变量，讨论在小扰动作用下系统Ｍｅｉ对称性的摄动，得到一般离散完整系统Ｍｅｉ对

称性的摄动导致的一类绝热不变量．最后举例说明结果的应用．
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引 言

经典的绝热不变量是指在系统的某参数缓慢

变化时，相对该参数的变化而改变更慢的某一物理

量［１］，绝热不变量又称缓渐不变量或浸渐不变

量［２］．实际上，参数缓慢变化等同于小扰动的作用，
系统在小扰动作用下对称性的改变及其不变量与

力学系统的可积性之有着密切关系，因此研究系统

的对称性摄动与绝热不变量具有重要意义．对称
性的摄动与绝热不变量理论在实际中更具利用价

值，可以运用到物理学的很多模型中，例如行星的

运动。因为行星的运动受到太阳质量变化的影响，

而太阳质量每年变化大约为１０－１３倍。此外，在微
观领域内摄动理论也有应用，例如分子物理中的分

子光谱。近年来，约束力学系统对称性的摄动与绝

热不变量的研究已取得了一些重要成果［３－７］．这些
研究都是在连续系统中得到的．目前，对离散力学
系统对称性的摄动与绝热不变量理论的研究还很

少．
２００２年，郭汉英教授［８１２］提出了一种新的离散

变分方法差分离散变分方法，将差分看作一个独
立的变分变量，由差分离散变分原理得到了离散

Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的运动方程和能量演化方程，并通过
引入离散形式的勒让德变换，得到了相空间中相应

的结果．本文研究未受扰动时一般离散完整系统Ｍｅｉ
对称性导致的精确不变量，讨论在小扰动作用下系

统Ｍｅｉ对称性的摄动，并得到了由于一般离散完整
系统Ｍｅｉ对称性的摄动导致的一类绝热不变量．

１　一般离散完整系统Ｍｅｉ对称性和精确不
变量

一般完整系统的运动微分方程可表为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝Ｑｓ　（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１）

其中Ｌ＝Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，Ｑｓ（ｔ，

ｑｓ，ｑｓ）为非势广义力．

在离散情况下，时间区间（ｔ１，ｔ２）被离散化为一

个点序列｛ｔｋ｝，ｋ＝０，１，…，Ｎ，ｑｓ（ｔ）、非势广义力

Ｑｓ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）和 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数分别变为 ｑｓ，ｋ＝ｑｓ，ｋ
（ｔｋ）、Ｑｓ，ｋ＝Ｑｓ，ｋ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ）和 Ｌｋ＝Ｌｋ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，

Δｑｓ，ｋ），广义坐标的差分表示为

Δｑｓ，ｋ＝
ｑｓ，ｋ＋１－ｑｓ，ｋ
ｔｋ＋１－ｔｋ

（２）

由差分离散变分原理得到了离散 Ｌａｇｒａｎｇｅ系
统的运动方程和能量演化方程［１１］．类似的方法可
以得到一般离散完整系统的运动方程

Δ［
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
］－
Ｌｋ
ｑｓ，ｋ

＝Ｑｓ，ｋ （３）

以及能量演化方程

ΔＬｋ－１－
Ｌｋ
ｔｋ
－Δ［

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１］＋Ｑｓ，ｋΔｑｓ，ｋ

＝０ （４）
引入离散时间和坐标的无限小变换

ｔｋ ＝ｔｋ＋δｔｋ＝ｔｋ＋ετ
０
ｋ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ）

ｑｓ，ｋ＝ｑｓ，ｋ＋δｔｑｓ，ｋ＝ｑｓ，ｋ＋εξ
０
ｓ，ｋ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ）（５）

其中τ０ｋ和ξ
０
ｓ，ｋ是离散生成元函数，δｔ表示全变分．

取离散变量和函数的递推算符为
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Ｒ±ｆ（ｚｓ，ｋ）＝ｆ（ｚｓ，ｋ±１） （６）
生成元矢量为

Ｘ（１）０ ＝τ
０
ｋ

ｔｋ
＋ξ０ｓ，ｋ


ｑｓ，ｋ

＋（Δξ０ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
０
ｋ）


（Δｑｓ，ｋ）

（７）

根据Ｍｅｉ对称性理论，一般离散完整系统 Ｍｅｉ
对称性的确定方程为

Δ［
Ｒ＿Ｘ（１）０ （Ｌｋ）
（Δｑｓ，ｋ－１）

］－
Ｘ（１）０ （Ｌｋ）
ｑｓ，ｋ

＝Ｘ（１）０ （Ｑｓ，ｋ）

（８）

ΔＲ＿Ｘ（１）０ （Ｌｋ）－
Ｘ（１）０ （Ｌｋ）
ｔｋ

－

　Δ［
Ｒ＿Ｘ（１）０ （Ｌｋ）
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１］＋

　Δｑｓ，ｋＸ
（１）
０ （Ｑｓ，ｋ）＝０ （９）

对一般离散完整系统（３）和（４），如果无限小
生成元τ０ｋ和 ξ

０
ｓ，ｋ满足方程（８）和（９），则相应的不

变性为系统的Ｍｅｉ对称性．
命题 １　对于一般离散完整系统（３）和（４），

如果Ｍｅｉ对称性的生成元 τ０ｋ、ξ
０
ｓ，ｋ和离散规范函数

Ｇ０ＮＫ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ）满足如下的结构方程

ＬｋΔτ
０
ｋ＋
Ｌｋ
ｔｋ
τ０ｋ＋

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ
ξ０ｓ，ｋ＋

Ｌｋ
（Δｑｓ，ｋ）

（Δξ０ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
０
ｋ）＋Ｑｓ，ｋ（ξ

０
ｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋτ

０
ｋ）＋ΔＧ

０
ＮＫ＝０

（１０）
则系统的Ｍｅｉ对称性可导致一个离散的Ｎｏｅｔｈｅｒ型
精确不变量

Ｉ０，ｋ＝Ｌｋ－１τ
０
ｋ＋

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

（ξ０ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋ－１Δτ
０
ｋ）＋Ｇ

０
ＮＫ＝ｃｏｎｓｔ （１１）

证明：利用莱布尼兹法则

Δ（ｆｋｇｋ）＝Δｆｋ·ｇｋ＋ｆｋ＋１·Δｇｋ （１２）
和方程（３）、（４），得到

ＬｋΔτ
０
ｋ＋
Ｌｋ
ｔｋ
τ０ｋ＋

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ
ξ０ｓ，ｋ＋

Ｌｋ
（Δｑｓ，ｋ）

（Δξ０ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
０
ｋ）＋Ｑｓ，ｋ（ξ

０
ｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋτ

０
ｋ）＋ΔＧ

０
ＮＫ＝

　Δ（Ｌｋ－１τ
０
ｋ）－ΔＬｋ－１τ

０
ｋ＋
Ｌｋ
ｔｋ
τ０ｋ＋

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ
ξ０ｓ，ｋ＋

　Δ［
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
ξ０ｓ，ｋ］－Δ

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

ξ０ｓ，ｋ－

　Δ［
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
Δｑｓ，ｋ－１τ

０
ｋ］＋

　Δ［
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
Δｑｓ，ｋ－１］τ

０
ｋ＋Ｑｓ，ｋ（ξ

０
ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋτ
０
ｋ）＋ΔＧ

０
ＮＫ＝Δ［Ｌｋ－１τ

０
ｋ＋

　
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
ξ０ｓ，ｋ－

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１τ
０
ｋ＋

　Ｇ０ＮＫ］－｛ΔＬｋ－１－
Ｌｋ
ｔｋ
－

　Δ［
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
Δｑｓ，ｋ－１］＋Ｑｓ，ｋΔｑｓ，ｋ｝τ

０
ｋ＋

　［
Ｌｋ
ｑｓ，ｋ

－Δ
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
＋Ｑｓ，ｋ］ξ

０
ｓ，ｋ＝

　Δ［Ｌｋ－１τ
０
ｋ＋

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

ξ０ｓ，ｋ－

　
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
Δｑｓ，ｋ－１τ

０
ｋ＋Ｇ

０
ＮＫ］＝０ （１３）

故系统存在精确不变量（１１）式．证毕．

２　Ｍｅｉ对称性的摄动与系统的绝热不变量

当系统受到小扰动作用时，系统的对称性要产

生微小的变化，称之为系统的对称性摄动；同时与

对称性相应的守恒量也要发生相应的变化，本文用

绝热不变量来描述．下面给出绝热不变量的定义．

定义１　若 Ｉｚ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ，ε）是离散力学系

统的一个含有小参数ε的最高次幂为ｚ的物理量，

其对时间ｔ的一阶差分正比于εｚ＋１，则称Ｉｚ为离散

力学系统的ｚ阶绝热不变量．
假设一般离散完整系统（３）和（４）受到一个小

扰动 εＷｓ，ｋ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ）的作用，则系统的运动方
程和能量演化方程变为

Δ［
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
］－
Ｌｋ
ｑｓ，ｋ

＝Ｑｓ，ｋ＋εＷｓ，ｋ （１４）

ΔＬｋ－１－
Ｌｋ
ｔｋ
－Δ［

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１］＋（Ｑｓ，ｋ＋

　εＷｓ，ｋ）Δｑｓ，ｋ＝０ （１５）

在小扰动εＷｓ，ｋ的作用下，系统原有的对称性
与不变量相应地发生改变．假设扰动后的无限小生

成元τｋ和 ξｓ，ｋ是系统无扰动的对称变换生成元 τ
０
ｋ

和ξ０ｓ，ｋ是基础上发生的小摄动，有

τｋ＝τ
０
ｋ＋ετ

１
ｋ＋ε

２τ２ｋ＋…

ξｓ，ｋ＝ξ
０
ｓ，ｋ＋εξ

１
ｓ，ｋ＋ε

２ξ２ｓ，ｋ＋… （１６）

根据Ｍｅｉ对称性理论，如果无限小生成元 τｋ
和ξｓ，ｋ满足方程

２１３
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Δ［
Ｒ＿Ｘ（１）（Ｌｋ）
（Δｑｓ，ｋ－１）

］－
Ｘ（１）（Ｌｋ）
ｑｓ，ｋ

＝

　Ｘ（１）（Ｑｓ，ｋ）＋εＸ
（１）（Ｗｓ，ｋ） （１７）

ΔＲ＿Ｘ（１）（Ｌｋ）－
Ｘ（１）（Ｌｋ）
ｔｋ

－

　Δ［
Ｒ＿Ｘ（１）（Ｌｋ）
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１］＋［Ｘ
（１）（Ｑｓ，ｋ）＋

　εＸ（１）（Ｗｓ，ｋ）］Δｑｓ，ｋ＝０ （１８）
则相应不变性为受扰动后的一般离散完整系统

（１４）和（１５）的Ｍｅｉ对称性．
这里

Ｘ（１）＝τｋ

ｔｋ
＋ξｓ，ｋ


ｑｓ，ｋ

＋（Δξｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτｋ）


（Δｑｓ，ｋ）
（１９）

同样，扰动后结构方程变成

ＬｋΔτｋ＋
Ｌｋ
ｔｋ
τｋ＋

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ
ξｓ，ｋ＋

Ｌｋ
（Δｑｓ，ｋ）

（Δξｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτｋ）＋（Ｑｓ，ｋ＋εＷｓ，ｋ）（ξｓ，ｋ－
　Δｑｓ，ｋτｋ）＋ΔＧＮＫ＝０ （２０）

这里我们有

ＧＮＫ＝Ｇ
０
ＮＫ＋εＧ

１
ＮＫ＋ε

２Ｇ２ＮＫ＋… （２１）
把（１６）式代入（１９）式，我们得到

Ｘ（１）＝εｍＸ（１）ｍ ，　（ｍ＝０，１，…，ｚ） （２２）

Ｘ（１）ｍ ＝τ
ｍ
ｋ

ｔｋ
＋ξｍｓ，ｋ


ｑｓ，ｋ

＋（Δξｍｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
ｍ
ｋ）


（Δｑｓ，ｋ）

（２３）

把（１６）式代入（１７），（１８）和（２０）式，注意到（２１）
－（２３），并比较等号两边εｍ的系数，我们有

Δ［
Ｒ＿Ｘ（１）ｍ （Ｌｋ）
（Δｑｓ，ｋ－１）

］－
Ｘ（１）ｍ （Ｌｋ）
ｑｓ，ｋ

＝

　Ｘ（１）ｍ （Ｑｓ，ｋ）＋Ｘ
（１）
ｍ－１（Ｗｓ，ｋ） （２４）

ΔＲ＿Ｘ（１）ｍ （Ｌｋ）－
Ｘ（１）ｍ （Ｌｋ）
ｔｋ

－

　Δ［
Ｒ＿Ｘ（１）ｍ （Ｌｋ）
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１］＋［Ｘ
（１）
ｍ （Ｑｓ，ｋ）＋

　Ｘ（１）ｍ－１（Ｗｓ，ｋ）］Δｑｓ，ｋ＝０ （２５）

ＬｋΔτ
ｍ
ｋ＋
Ｌｋ
ｔｋ
τｍｋ＋

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ
ξｍｓ，ｋ＋

Ｌｋ
（Δｑｓ，ｋ）

（Δξｍｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
ｍ
ｋ）＋Ｑｓ，ｋ（ξ

ｍ
ｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋ）＋Ｗｓ，ｋ（ξ

ｍ－１
ｓ，ｋ －

　Δｑｓ，ｋτ
ｍ－１
ｋ ）＋ΔＧＮＫ＝０ （２６）

当ｍ＝０，约定 τｍ－１ｋ ＝ξｍ－１ｓ，ｋ ＝０，那时（２４）－

（２６）变成（８），（９）和（１０）．对于受到小扰动 εＷｓ，ｋ
作用的一般离散完整系统，如果无限小生成元 τｍｓ，ｋ
和ξｍｓ，ｋ，满足（２４）和（２５）式，这种对称性的改变叫
一般离散完整系统Ｍｅｉ对称性的摄动．

命题２　对于受到小扰动 εＷｓ，ｋ作用的一般离

散完整系统，如果无限小生成元τｍｋ、ξ
ｍ
ｓ，ｋ和离散规范

函数ＧｍＮＫ（ｔｋ，ｑｓ，ｋ，Δｑｓ，ｋ）满足（２４）－（２６）式，则一般
离散完整系统Ｍｅｉ对称性的摄动导致一个 Ｎｏｅｔｈｅｒ
型高阶绝热不变量．

Ｉｚ，ｋ＝ε
ｍ［Ｌｋ－１τ

ｍ
ｋ＋

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

（ξｍｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋ－１τ
ｍ
ｋ）＋ＧＮＫ］＝ｃｏｎｓｔ （２７）

证明：

ΔＩｚ，ｋ＝ε
ｍΔ［Ｌｋ－１τ

ｍ
ｋ＋

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

（ξｍｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋ－１τ
ｍ
ｋ）＋ＧＮＫ］＝ε

ｍΔ［Ｌｋ－１τ
ｍ
ｋ＋

　
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
（ξｍｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋ－１τ

ｍ
ｋ）］－

　εｍ［ＬｋΔτ
ｍ
ｋ＋
Ｌｋ
ｔｋ
τｍｋ＋

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ
ξｍｓ，ｋ＋

　
Ｌｋ

（Δｑｓ，ｋ）
（Δξｍｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋτ

ｍ
ｋ）＋Ｑｓ，ｋ（ξ

ｍ
ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋτ
ｍ
ｋ）＋Ｗｓ，ｋ（ξ

ｍ－１
ｓ，ｋ －Δｑｓ，ｋτ

ｍ－１
ｋ ）］ （２８）

由莱布尼兹法则（１２）和方程（１４）、（１５），
（２８）式可展开为

ΔＩｚ，ｋ＝ε
ｍΔ［Ｌｋ－１τ

ｍ
ｋ＋

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

（ξｍｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋ－１τ
ｍ
ｋ）］－ε

ｍ｛Δ［Ｌｋ－１τ
ｍ
ｋ＋

　
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
（ξｍｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋ－１τ

ｍ
ｋ）］－［ΔＬｋ－１－

　
Ｌｋ
ｔｋ
－Δ［

Ｌｋ－１
（Δｑｓ，ｋ－１）

Δｑｓ，ｋ－１］＋Ｑｓ，ｋΔｑｓ，ｋ］τ
ｍ
ｋ＋

　［
Ｌｋ
（ｑｓ，ｋ）

－Δ
Ｌｋ－１

（Δｑｓ，ｋ－１）
＋Ｑｓ，ｋ］ξ

ｍ
ｓ，ｋ＋

　Ｗｓ，ｋ（ξ
ｍ－１
ｓ，ｋ －Δｑｓ，ｋτ

ｍ－１
ｋ ）｝＝ε

ｍ［εＷｓ，ｋ（ξ
ｍ
ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋτ
ｍ
ｋ）－Ｗｓ，ｋ（ξ

ｍ－１
ｓ，ｋ －Δｑｓ，ｋτ

ｍ－１
ｋ ）］＝

　εｚ＋１Ｗｓ，ｋ（ξ
ｚ
ｓ，ｋ－Δｑｓ，ｋτ

ｚ
ｋ） （２９）

因此，Ｉｚ，ｋ为一般离散完整系统的一个ｚ阶绝热不变
量．证毕．

３　算例

二自由度离散系统为
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Ｌｋ＝
１
２［（Δｑ１，ｋ）

２＋（Δｑ２，ｋ）
２］－１２ｑ

２
１，ｋ （３０）

非势广义力为

Ｑ１，ｋ＝０，　Ｑ２，ｋ＝Δｑ１，ｋ （３１）
若系统受到小扰动的作用

εＷ１，ｋ＝０，　εＷ２，ｋ＝εΔｑ１，ｋΔｑ２，ｋ （３２）
试研究一般离散完整系统 Ｍｅｉ对称性的精确不变
量与绝热不变量．

首先研究系统的零阶绝热不变量，即精确不变

量．当ｍ＝０时，Ｗｓ，ｋ＝０．这意味着系统未受扰动．
做计算，有

Ｘ（１）０ （Ｌｋ）＝τ
０
ｋ
Ｌｋ
ｔｋ
＋ξ０ｓ，ｋ

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ

＋（Δξ０ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
０
ｋ）

Ｌｋ
（Δｑｓ，ｋ）

＝－ξ０１，ｋｑ１，ｋ＋（Δξ
０
１，ｋ－

　Δｑ１，ｋΔτ
０
ｋ）Δｑ１，ｋ＋（Δξ

０
２，ｋ－Δｑ２，ｋΔτ

０
ｋ）Δｑ２，ｋ

Ｘ（１）０ （Ｑ１，ｋ）＝０　Ｘ
（１）
０ （Ｑ２，ｋ）＝Δξ

０
１，ｋ－Δｑ１，ｋΔτ

０
ｋ

（３３）
取生成元为

τ０ｋ＝０，　ξ
０
１，ｋ＝０，　ξ

０
２，ｋ＝１ （３４）

则有

Ｘ（１）０ （Ｌｋ）＝Ｘ
（１）
０ （Ｑ１，ｋ）＝Ｘ

（１）
０ （Ｑ２，ｋ）＝０ （３５）

因此，生成元（３４）是Ｍｅｉ对称性的．将式（３４）代入
结构方程（１０），得

Δｑ１，ｋ＋ΔＧ
０
ＮＫ＝０ （３６）

于是有

Ｇ０ＮＫ＝－ｑ１，ｋ （３７）
根据命题１，我们可以得到如下系统的零阶绝

热不变量，即精确不变量．
Ｉ０，ｋ＝Δｑ２，ｋ－１－ｑ１，ｋ （３８）
下面研究系统的一阶绝热不变量．当 ｍ＝１

时，做计算，有

Ｘ（１）１ （Ｌｋ）＝＝τ
１
ｋ
Ｌｋ
ｔｋ
＋ξ１ｓ，ｋ

Ｌｋ
ｑｓ，ｋ

＋（Δξ１ｓ，ｋ－

　Δｑｓ，ｋΔτ
１
ｋ）

Ｌｋ
（Δｑｓ，ｋ）

＝－ξ１１，ｋｑ１，ｋ＋（Δξ
１
１，ｋ－

　Δｑ１，ｋΔτ
１
ｋ）Δｑ１，ｋ＋（Δξ

１
２，ｋ－Δｑ２，ｋΔτ

１
ｋ）Δｑ２，ｋ

Ｘ（１）１ （Ｑ１，ｋ）＝０　Ｘ
（１）
１ （Ｑ２，ｋ）＝Δξ

１
１，ｋ－Δｑ１，ｋΔτ

１
ｋ

Ｘ（１）０ （Ｗ１，ｋ）＝０

Ｘ（１）０ （Ｗ２，ｋ）＝（Δξ
０
１，ｋ－Δｑ１，ｋΔτ

０
ｋ）Δｑ２，ｋ＋

　（Δξ０２，ｋ－Δｑ２，ｋΔτ
０
ｋ）Δｑ１，ｋ （３９）

取生成元为

τ１ｋ＝１，　ξ
１
１，ｋ＝０，　ξ

１
２，ｋ＝０ （４０）

则有

Ｘ（１）１ （Ｌｋ）＝Ｘ
（１）
１ （Ｑ１，ｋ）＝Ｘ

（１）
１ （Ｑ２，ｋ）＝

　Ｘ（１）０ （Ｗ１，ｋ）＝Ｘ
（１）
０ （Ｗ２，ｋ）＝０ （４１）

因此，生成元（４０）是Ｍｅｉ对称性的．将式（４０）代入
结构方程（２６），得

Ｇ１ＮＫ＝０ （４２）
根据命题２，我们可以得到一阶绝热不变量

Ｉ１，ｋ＝Δｑ２，ｋ－１－ｑ１，ｋ－
１
２ε［（Δｑ１，ｋ－１）

２＋

　（Δｑ２，ｋ－１）
２＋ｑ２１，ｋ］ （４３）

进一步可求得系统更高阶的绝热不变量．

４　结语

本文研究了一般离散完整系统 Ｍｅｉ对称性的
精确不变量和绝热不变量．通过系统Ｍｅｉ对称性的
摄动，我们可以得到一个 Ｎｏｅｔｈｅｒ型绝热不变量的
存在条件及其形式．本文利用差分离散变分方法，
将差分看作一个独立变量，在变分运算时直接进行

处理，这种离散变分方法正是连续变分方法的离散

对应，当 ｚ＝０时，εＷｓ消失，这意味着系统未受扰
动，本文给出的绝热不变量便变为相应的精确不变

量．
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