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从运动方程构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的直接方法

丁光涛

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　根据对Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的结构分析，提出直接从运动微分方程构造一维系统Ｌａｇｒａｎｇｅ函数新的一般方

法和６种特殊方法．利用提出的方法导出若干运动微分方程的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．直接构造法证实一个系统具

有多个不同而等效的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，甚至是 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族．这种直接构造法也是构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性并

导出对应守恒量的一种途径．

关键词　Ｌａｇｒａｎｇｅ力学，　逆问题，　非保守系统，　Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性

引 言

Ｌａｇｒａｎｇｅ力学中已知 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，就可以直
接列出运动微分方程，其逆问题研究已知的系统运

动微分方程能否由变分原理导出的问题，即判断是

否存在并构造出对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，将给定的方
程表示成等价的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程形式．这种逆问题由
来已久，是数学、力学和物理学领域中热门课

题［１１３］．由于逆问题在理论和应用方面的重要价
值，这方面的研究一直持续至今，不同的构造 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数方法不断出现［８１３］．逆问题的研究使一
些非保守系统，也纳入 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统，突破了 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数由系统动能和势能（包括广义势）构成
的限制．文献［１，２］中把非保守力影响归结为对自
由系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的双重修正，本文把文献
［１０］中对自由系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数修正项的宗量推
广为包括广义速度在内，从而导出直接从运动微分

方程构造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数新的一般方法和６种特殊
方法；然后，利用提出的新方法得到一些数学、力学

和物理学乃至其他学科中典型的微分方程系统的

Ｌａｇｒａｎｇｅ表示，其中有未曾见于其他文献的结果．
本文提出的直接构造法证实，一个系统可以具

有若干不同而等效的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，甚至是 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数族，这些等效的函数，有些是规范等效
的，有些是同位等效的，后者也称为 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称
性，并对应着守恒量［１５１７］．文献［１７］中曾提出如何
构造Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的问题，本文提出的直接构造

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方法即是解决这个问题的一条途
径．本文只讨论一维情况．

１　Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的直接构造法

１．１　直接构造一维系统Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的一般方法
给定一维系统运动微分方程为

ｘ̈＋ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）＝０ （１）
设其Ｌａｇｒａｎｇｅ函数可以写成

Ｌ＝１２ｕ（ｔ，ｘ，ｘ）ｘ
２＋ｖ１（ｔ，ｘ）ｘ＋ｖ０（ｔ，ｘ） （２）

代入Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，展开得到

φ̈ｘ＋φ１ｘ＋φ２ｘ
２＋φ３ｘ

３＋φ０＝０ （３）
式中

φ＝φ（ｔ，ｘ，ｘ）＝ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

ｕ
ｘ２
，

φ１＝φ１（ｔ，ｘ，ｘ）＝
ｕ
ｔ
，

φ２＝φ２（ｔ，ｘ，ｘ）＝
１
２
ｕ
ｘ
＋

２ｕ
ｔ( )ｘ

φ３＝φ３（ｔ，ｘ，ｘ）＝
１
２
２ｕ
ｘｘ

，

φ０＝φ０（ｔ，ｘ）＝
ｖ１
ｔ
－
ｖ０
ｘ

（４）

将方程（３）改写成如下形式
ｘ̈＋（φ１／φ）ｘ＋（φ２／φ）ｘ

２＋

　（φ３／φ）ｘ
３＋φ０／φ＝０

比较方程（１），得到
（φ１／φ）ｘ＋（φ２／φ）ｘ

２＋（φ３／φ）ｘ
３＋
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　φ０／φ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ） （５）
根据ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）的具体形式，解方程（５），得出 ｕ（ｔ，
ｘ，ｘ），ｖ１（ｔ，ｘ）和 ｖ０（ｔ，ｘ）从而构造出（２）式中函数
Ｌ．

对一维系统利用规范等效变换，适当选择规范

变换函数，总可以使函数 ｖ１或 ｖ０中的一个变换为
零，即（２）式中Ｌ可以简化成以下两种特殊情况：

Ｌ′＝１２ｕ（ｔ，ｘ，ｘ）ｘ
２＋ｖ′０（ｔ，ｘ） （６）

Ｌ＂＝１２ｕ（ｔ，ｘ，ｘ）ｘ
２＋ｖ′１（ｔ，ｘ）ｘ （７）

这样可使方程（５）中待求的未知函数减少为２个．
１．２　６种特殊解法

在具体问题中为简化方程（５）的求解，可以对
函数ｕ的宗量作６种不同的设定，导出对应的特殊
解法．

特殊解法１　设ｕ＝ｕ（ｔ），由（４）和（５）式得

φ＝ｕ（ｔ），

φ１＝
ｄｕ
ｄｔ，

φ２＝φ３＝０，
ｄｕ
ｄｔ( )／ｕｘ＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）； （８）

特殊解法２　设ｕ＝ｕ（ｘ），由（４）和（５）式得

φ＝ｕ（ｘ），
φ１＝φ３＝０，

φ２＝
１
２
ｄｕ
ｄｘ，

１
２
ｄｕ
ｄｘ( )／ｕｘ２＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）； （９）

特殊解法３　设ｕ＝ｕ（ｘ），由（４）和（５）式得

φ＝φ（ｘ）＝ｕ＋２ｘｄｕｄｘ＋
１
２ｘ

２ｄ２ｕ
ｄｘ２
，

φ１＝φ２＝φ３＝０，
φ０／φ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）； （１０）
特殊解法４　设ｕ＝（ｔ，ｘ），由（４）和（５）式得

φ＝ｕ，

φ１＝
ｕ
ｔ
，

φ２＝
１
２
ｕ
ｘ
，

φ３＝０
ｕ
ｔ
／( )φｘ＋１２ ｕｘ／( )φｘ２＋φ０／ｕ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）；

（１１）

特殊解法５　设ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ），由（４）和（５）式得

φ＝ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
，

φ１＝
ｕ
ｔ
，

φ２＝
１
２
２ｕ
ｔｘ
，

φ３＝０，

ｕ
ｔ
／( )φｘ＋１２ ２ｕ

ｔｘ
／( )φｘ２＋φ０／φ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）；

（１２）

特殊解法６　设ｕ＝ｕ（ｘ，ｘ），由（４）和（５）式得

φ＝ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
，

φ１＝０，φ２＝
ｕ
ｔ
，φ３＝

１
２
２ｕ
ｘｘ

，

１
２
ｕ
ｘ
／( )φｘ２＋１２ ２ｕ

ｘｘ
／( )φｘ３＋φ０／φ＝

　ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）； （１３）
实际构造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数时，方程（１）中 ｆ（ｔ，ｘ，

ｘ）是给定的，可以从上述一般方法和６种特殊方法
选择一种或几种方法求解，得出的结果不是唯一确

定的，不同的解法得出的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数可能不同，
同一种解法也可能存在多种结果，但是，由这些不

同的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数列出的 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程都与给定
的方程（１）等价，故这些函数是等价的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函
数，部分是规范等效的，部分是同位等效的．对后一
种等效，作进一步说明：设 Ｌ和 Ｌ′是方程（１）两个
同位等效Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，由它们列出的Ｌａｇｒａｎｇｅ方
程分别是

Ｅ（Ｌ）＝φ［̈ｘ＋ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）］＝０，
Ｅ（Ｌ′）＝φ′［̈ｘ＋ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）］＝０

两者之间存在如下等效关系

Ｅ（Ｌ′）＝φ′
φ
Ｅ（Ｌ）＝０ （１４）

已经证明［１４，１５］

φ′／φ＝ｈ（ｔ，ｘ，ｘ）＝ｃｏｎｓｔ （１５）
即ｈ是方程（１）的第一积分．文献［１４］中将同位等
效关系称为Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性，而 ｈ就是与 Ｌａｇｒａｎｇｅ
对称性对应的守恒量；文献［１７］中提出了如何构
造Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的问题，上述直接构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数的方法是对这个问题的一种回答．

还应当指出，求解函数ｕ的偏微分方程中可能

６０３
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存在的解是一个函数族，这就是说得到的是系统的

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族（见后面具体算例）．

２　若干系统运动微分方程的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

应用前面提出的方法构造一些微分方程的Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ函数，这些方程涉及数学、力学和物理学领
域，还包括其他学科领域．为了全面说明直接构造
法，对例１和例２两种最简单的保守和非保守系
统，给出了详细的讨论，其他的一些微分方程的Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数具体计算过程将省略，用结果说明提出
方法的价值．

（１）简谐振动运动微分方程

ｘ̈＋ｘ＝０　（取ω２＝１） （１６）

应用特殊解法１，设 ｕ＝ｕ（ｔ），将 ｆ＝ｘ代入方
程（８），得到

ｄｕ
ｄｔ( )／ｕｘ＋φ０／ｕ＝ｘ （１７）

其解是

ｕ＝ｃ，φ０＝
ｖ１
ｔ
－
ｖ０
ｘ
＝ｃｘ （１８）

取后一式两个特解

ｖ１＝０，ｖ０＝－
１
２ｃｘ

２，或ｖ′１＝ｃｔｘ，ｖ′０＝０

得到简谐振动的两个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝ｃ２ｘ
２－ｃ２ｘ

２，或Ｌ′＝ｃ２ｘ
２＋ｃｔｘｘ （１９）

通常取常数ｃ＝１，Ｌ和Ｌ′是规范等效的Ｌａｇｒａｎｇｅ函
数．

应用特殊解法２、３、４和５，均可得到相同的 ｕ
＝ｃ的结果．然而，用特殊解法６求解时，方程（１３）
写成

１
２
ｕ
ｘ
ｘ２＋１２

２ｕ
ｘｘ

ｘ３＋φ０＝

　（ｕ＋２ｘｕ
ｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
）ｘ （２０）

方程（２０）的一个不同ｕ＝ｃ的解为

ｕ＝２ｘｘａｒｃｔｇ
ｘ
ｘ－
１
ｘ２
ｌｎ（ｘ２＋ｘ２），φ０＝０ （２１）

即简谐振动的另一个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ ＝ｘｘａｒｃｔｇ
ｘ
ｘ－
１
２ｌｎ（ｘ

２＋ｘ２） （２２）

如果应用一般解法，即 ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ，ｘ），则由方
程（５）和式（４）可得

ｕ
ｔ
ｘ＋１２

ｕ
ｘ
＋

２ｕ
ｔ( )ｘｘ２＋１２ 

２ｕ
ｘｘ

ｘ３＋φ０＝

　（ｕ＋２ｘｕ
ｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
）ｘ （２３）

方程（２３）的一个解为

ｕ＝１３ｘｃｏｓｔ＋ｘｓｉｎｔ－
２ｘ２
ｘｃｏｓｔ，φ０＝０ （２４）

即简谐振动的又一个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ ＝１６ｘ
３ｃｏｓｔ＋１２ｘｘ

２ｓｉｎｔ－ｘ２ｘｃｏｓｔ （２５）

（１９）式、（２２）式和（２５）式中Ｌ，Ｌ和Ｌ为同位等
效的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．

（２）阻尼运动微分方程
ｘ̈＋λｘ＝０　（λ＞０，为常数） （２６）
应用特殊解法１，可得

ｕ＝ｕ（ｔ）＝ｅλｔ，φ０＝０，Ｌ＝
１
２ｅ

λｔｘ２ （２７）

应用特殊解法３，可得

ｕ＝２ｘｌｎｘ，φ０＝λ

从φ０＝λ，可得到不同的解，如
ｖ１＝０，ｖ０＝－λｘ；
ｖ′１＝λｔ，ｖ′０＝０；

ｖ＂１＝
１
２λｔ，ｖ

＂
０＝－

１
２λｔ，等等．

对应地，一组规范等效的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
Ｌ＝ｘｌｎｘ－λｘ （２８）
Ｌ′＝ｘｌｎｘ＋λｔｘ （２９）

Ｌ＂＝ｘｌｎｘ＋１２λｔｘ－
１
２λｘ （３０）

应用特殊解法５，设ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ），则有

ｕ
ｔ
ｘ２＋１２

２ｕ
ｔｘ
ｘ２＋φ０＝

　λｘ（ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
） （３１）

方程（３１）存在一个解族

ｕ＝２ｅ
－λｔ

ｘ２
Ｆ（ｘｅλｔ＋ｃ０），φ０＝０ （３２）

其中ｃ０是常数，Ｆ＝Ｆ（ξ）＝Ｆ（ｘｅλ
ｔ＋ｃ０）是对其宗

量ξ任意的光滑函数，但要求 ｄ２Ｆ／ｄξ２≠０．与（３２）
式ｕ对应的是阻尼运动的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数族．

Ｌ
－
＝ｅ－λｔＦ（ｘｅλｔ＋ｃ０） （３３）

当Ｆ取不同函数形式时，就得到一系列不同而等效
的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，例如

７０３
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Ｌ＝ｘｎｅ（ｎ－１）λｔ　（ｎ≠０，１） （３４）

Ｌ＝（ｘｅ２λｔ＋ｅλｔ）－１ （３５）

Ｌ＝
ｎ
ｅｎ＋ｅ－ｎλ槡

ｔ （３６）

等等．应当指出（２９）式中Ｌ′也属于这个函数族．
应用特殊解法 ６，设 ｕ＝ｕ（ｘ，ｘ），可以求解，

（２８）式中Ｌ就是特解之一．应用一般解法，设ｕ＝ｕ

（ｔ，ｘ，ｘ），也可求解，（３０）式中Ｌ＂就是另一个特解．

（３）平方阻尼运动微分方程

　　ｘ̈＋λｘ２＝０

　　（λ＞０，为常数） （３７）
利用特殊解法 ２、３和 ６，可以直接构造出如下的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

Ｌ＝１２ｅ
２λｔｘ２ （３８）

Ｌ＝ｌｎｘ＋λｘ （３９）

Ｌ＝ｘ（１－ｌｎｘ）ｅλｔ （４０）

等等．特殊解法６中设ｕ＝ｕ（ｘ，ｘ），由方程（１３）可
以得到导出ｕ的方程

１
２
ｕ
ｘ
ｘ２＋１２

２ｕ
ｘｘ

ｘ３＋φ０＝

　λｘ２（ｕ＋２ｘｕｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
） （４１）

方程也存在一个解族

ｕ＝２
ｘ２
Ｆ（ｘｅλｘ） （４２）

其中函数 Ｆ＝Ｆ（ξ）＝Ｆ（ｘｅλｘ），是其宗量的任

意光滑函数，但要求
ｄ２Ｆ
ｄξ
＝０，与之对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ

函数族为

Ｌ
－
＝Ｆ（ｘｅλｘ） （４３）

（３８）和（３９）式中Ｌａｇｒａｎｇｅ函数直接是这个解
族中的特例，而（４０）式中函数经过适当的规范变
换，也成为这个解族中的成员．

（４）变摆长单摆振动方程

θ¨＋２ａθ
·

ｌ０＋ａｔ
＋ｇｓｉｎθｌ０＋ａｔ

＝０

　　　　（ｌ０，ａ为常数） （４４）

Ｌ＝１２（ｌ０＋ａｔ）
２θ·２＋（ｌ０＋ａｔ）ｇｃｏｓθ （４５）

（５）Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

ｘ̈＋λｘ＋ｘ＋βｘ３＝ｆ（ｔ）

　　　　（λ，β为常数） （４６）

Ｌ＝ｅλｔ ｘ２－ ｘ２＋１４βｘ( )４ ＋２ｆ（ｔ）[ ]ｘ （４７）

（６）Ｂｅｓｓｅｌ方程

ｘ̈＋１ｔｘ＋
１－υ

２

ｔ( )２ ｘ＝０，
　　　　（υ为常数） （４８）

Ｌ＝１２ｔｘ
２－ １－υ

２

ｔ( )２ ｘ[ ]２ （４９）

（７）狭义相对论粒子加速运动方程

ｘ̈＋ｆ（ｔ，ｘ）１－ｘ
２

ｃ( )２
３／２

＝０，

　　　　（ｃ为光速） （５０）

Ｌ＝－ｃ２ １－ｘ
２

ｃ( )２ １／２

－∫
ｘ

ｆ（ｔ，ξ）ｄξ （５１）

（８）Ｌａｎｅ－Ｅｍｄｅｎ方程［１３，１８］

ｄ２ψ
ｄξ２
＋２
ξ
ｄψ
ｄξ
＋ψｋ＝０ （５２）

这个方程与恒量演化的多层球模型相关，ξ与

ψ分别与半径及密度对应，其Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ξ
２ ｄψ
ｄ( )ξ

２

－ψ
ｋ＋１ξ
ｋ＋１ （５３）

（９）广义相对论中Ｂｕｃｈｄｕｈｌ方程［１３］

ｘ̈＋３ｘ
２

ｘ－
ｘ
ｔ＝０ （５４）

利用特殊解法４，容易得到

ｕ＝ｃｔ－１ｘ－６，ｖ＝０，

　　　　（ｃ为常数）

Ｌ＝１２ｃｘ
２ｔ－１ｘ－６ （５５）

文献［１３］中，给出另外两个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
Ｌ′＝Ｋ１ｘ

－２ｔ３ｘ６，Ｌ＂＝［Ｋ１（Ｋ２ｘ
２ｔ３ｘ６＋ｔ）］－１（５６）

式中Ｋ１和Ｋ２为常数，利用前面的基本解法可以直

接导出（５６）式中 Ｌ′和 Ｌ＂，但是（５５）式中 Ｌ是文献

［１３］中没有的新结果，而且 Ｌ比 Ｌ′和 Ｌ＂的结构简

单．
（１０）经济调整微分方程模型［１９］

文献［１９］中将经济调整微分方程模型变换成
等价的形式

ｘ＝ｙ，ｙ＋２βｙ＋γ２ｘ＝０ （５７）

并导出其一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．显然，（５７）式还可以
写成二阶微分方程形式

ｘ̈＋２βｙ＋γ２ｘ＝０ （５８）

利用特殊解法１和６，分别得到

８０３
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Ｌ１＝
１
２ｅ

２βｔ（ｘ２－γ２ｘ２） （５９）

Ｌ２＝
ｘ＋βｘ
ωｘ
ａｒｃｔｇｘ＋βｘ

ωｘ
－

　　１２ｌｎ（ｘ
２＋２βｘｘ＋γ２ｘ２）

　　　（ω２＝γ２－β２，γ２＞β２） （６０）
利用上述结果，可以验证用不同方法导出的

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数是结构不同的等效函数，
Ｅ（Ｌ１）＝ｅ

２βｔ（̈ｘ＋２βｘ＋γ２ｘ）＝０ （６１）

Ｅ（Ｌ２）＝（ｘ
２＋２βｘｘ＋γ２ｘ２）－１（̈ｘ＋

　２βｘ＋γ２ｘ）＝０ （６２）

即Ｌ１和Ｌ２为同位等效的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，或者说存
在着Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性，对应的守恒量为

ｅ２βｔ（ｘ＋２βｘｘ＋γ２ｘ２）＝ｃｏｎｓｔ （６３）

３　结论和讨论

本文提出了 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题的一种新思

路，即基于对Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的结构分析，给出直接
从微分方程构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的一般方法和６种
特殊方法．通过对不同学科领域中典型微分方程的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的直接构造，说明本文提出方法有较
高的实用价值，得到了一些是其他文献中未得到的

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．本文提出的方法可以应用在多种系
统．

从微分方程直接构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数方法是多
种多样的，同一种方法得到的解也可以是多值的，

表明一个微分方程系统存在着多个Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，
甚至是函数族，这些函数是等效的，或为规范等效，

或为同位等效，后一种等效表明这些函数之间存在

Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性和对应的守恒量．对一个 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数来说，存在如何构造它的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性函数
的问题［１７］，本文给出的方法是对该问题的一种回

答．
本文的讨论局限于直接构造一维系统的 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ函数，因此，有待推广到多维系统乃至连续
系统．
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