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高阶非完整系统的共形不变性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

李燕　方建会　张克军
（中国石油大学物理科学与技术学院，东营　２５７０６１）

摘要　研究了高阶非完整系统的共形不变性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，给出了与高阶非完整系统相应的完整系统

的共形不变性的定义及其确定方程，通过系统共形不变性与Ｌｉｅ对称性的关系，推导出了系统运动方程具有

共形不变性并且是Ｌｉｅ对称性的共形因子，利用限制方程和附加限制方程，给出了高阶非完整系统的弱 Ｌｉｅ

对称性和强Ｌｉｅ对称性的共形不变性，得到了共形不变性导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，举例说明了结果的应用．

关键词　高阶非完整系统，　共形不变性，　Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

引 言

动力学系统对称性与守恒量的研究在现代数

理科学中占有重要地位，是分析力学的一个近代发

展方向．分析力学的近代对称性主要有 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称性［１］、Ｌｉｅ对称性［２］和Ｍｅｉ对称性［３－４］，得到的守

恒量主要有Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量、Ｈｏｊｍａｎ守恒量和 Ｍｅｉ
守恒量．梅凤翔研究了完整系统的这三类对称性
与三类守恒量［５］．文献［６］则对各种约束力学系统
的上述三种主要对称性与三类守恒量进行了全面、

系统的研究．１９９７年，ＧａｌｉｕｌｌｉｎＡ．Ｓ．等在研究
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统分析动力学时提出了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的
共形不变性和共形因子的概念，并讨论了共形不变

性与Ｌｉｅ对称性之间的关系［７］．文献［８］利用几何
方法研究了Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的共形不变性，讨论了共
形不变性的几何结构及其与一般对称性的关系．
梅凤翔等研究了一阶运动微分方程的共形不变性，

并将其转化为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的共形不变性，进而得
到共形不变性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量［９］．随后，人
们又将其推广到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，变质量力学系统，
非完整力学系统等约束力学系统［１０－１６］．

本文基于群变换理论，研究高阶非完整系统的

共形不变性，导出无限小群变换下系统是共形不变

的且是Ｌｉｅ对称性的共形因子表达式，得到系统共
形不变性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．最后举例说明结
果的应用．

１　系统的运动微分方程

假设力学系统的位形由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ｓ＝

１，２，…，ｎ）来确定，它的运动受ｇ个理想双面 ｍ阶
非完整约束

ｑ（ｍ）ε＋β＝φβ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，…，ｑ
（ｍ－１）

ｓ，ｑ
（ｍ）
σ） （１）

ｓ＝１，…，ｎ；β＝１，…，ｇ；

σ＝１，…，ε；ε( )＝ｎ－ｇ
系统的运动方程可表示为Ｒｏｕｔｈ形式，有

　

ｄ
ｄｔ

ｑσ

－Ｌ
ｑσ
＝Ｑ＂σ－λβ

φβ
ｑ（ｍ）σ

，（σ＝１，２，…，ε）

ｄ
ｄｔ


ｑε＋β

－ Ｌ
ｑε＋β

＝Ｑ＂ε＋β＋λβ，（σ＝１，２，…，ε









 ）

（２）
其中Ｌ为系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，Ｑ＂为非势广义

力，λβ为约束乘子．由方程（２）消去λβ，得到
ｆε＋βａβσ＋ｆσ＝０　（σ＝１，…，ε） （３）

其中

ｆｓ（ｔ，ｑｋ，ｑｋ，̈ｑｋ）≡
ｄ
ｄｔ

ｑ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑ＂ｓ

ａβσ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，…，ｑ
（ｍ－１）

ｓ，ｑ
（ｍ）
ν）≡

φβ
ｑ（ｍ）










ｓ

（４）

方程（３）的阶依赖于 φβ／ｑ
（ｍ）
σ，可由２ε阶降

到ｍε阶．如果在这些偏导数中广义坐标对 ｔ的导
数的最高阶为ｌ（０≤ｌ≤ｍ），那么将方程（３）对 ｔ求
（ｍ－２）阶导数（ｌ≤２）或（ｍ－ｌ）阶导数（ｌ≥２），则
其阶成为ｍε．将所得方程与约束方程（１）联合，并
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假设可以解出 ｑ（ｍ）ｓ，简记作
［１７］

ｑ（ｍ）ｓ＝ｈｓ（ｔ，ｑ，ｑ，…，ｑ
（ｍ－１）
），（ｓ＝１，２，…，ｎ）（ｍ＞２）

（５）
称方程（５）为与非完整系统（１）、（３）相应的完整系
统的运动方程．

２　系统的共形不变性及其确定方程

引入时间和广义坐标的无限小群变换

ｔ ＝ｔ＋Δｔ，ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋Δｑｓ （６）
或其展开式为

ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑ），ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑ）

（７）
其中 ε为无限小参数，ξ０，ξｓ为无限小群变换的生
成元．取无限小生成元向量

Ｘ（０）＝ξ０

ｔ
＋ξｓ


ｑｓ

（８）

以及它的一次扩展至ｍ次扩展

Ｘ（１）＝Ｘ（０）＋η（１）ｓ

ｑｓ
，η（１）ｓ＝ξ

·

ｓ－ｑｓξ
·

０

Ｘ（２）＝Ｘ（１）＋η（２）ｓ

̈ｑｓ
，η（２）ｓ＝（η

（２）
ｓ）
· －ｑ̈ｓξ

·

０



Ｘ（ｍ）＝Ｘ（ｍ－１）＋η（ｍ）ｓ

ｑ（ｍ）ｓ

，η（ｍ）α＝（η
（ｍ－１）

ｓ）
· －ｑ（ｍ）ｓξ

·













 ０

（９）
令

Ｆｓ＝ｑ
（ｍ）
ｓ－ｈｓ（ｔ，ｑ，ｑ，…，ｑ

（ｍ－１）
） （１０）

定义１　对于Ｆｓ，在无限小生成元 ξ０（ｔ，ｑ），ξｓ
（ｔ，ｑ）的变换下，若存在Γｋｓ满足

Ｘ（ｍ）Ｆｓ＝Γ
ｋ
ｓＦｋ （１１）

则称方程（１０）在无限小变换（７）下是共形不变的，

Γｋｓ称为共形因子，式（１１）称为方程（１０）共形不变
性的确定方程．

３　共形不变性与Ｌｉｅ对称性

定义２　如果无限小变换的生成元 ξ０，ξｓ满足

确定方程

Ｘ（ｍ）Ｆｓ｜Ｆｓ＝０＝０ （１２）
即

ξ
（ｍ）

ｓ－ｑｓξ
（ｍ）

０－Ｃ
１
ｍｑ̈ｓ ξ

（ｍ－１）

０－Ｃ
２
ｍｑ
…

ｓ ξ
（ｍ－２）

０－… －

Ｃｍ－２ｍ ｑ
（ｍ－１）

ｓξ
¨

０－Ｃ
ｍ－１
ｍ ξ

·

０ｈｓ＝Ｘ
（ｍ－１）（ｈｓ） （１３）

其中

Ｃｋｍ＝
ｍ！

（ｍ－ｋ）！ｋ！ （１４）

则称相应对称性为与非完整系统（１）、（３）相应的
完整系统（５）的Ｌｉｅ对称性．

对高阶非完整系统的 Ｌｉｅ对称性，还要考虑一
些限制．这些限制依赖于在得到方程（５）过程中对
方程（３）的求导次数．例如ｌ＝１，ｍ＝４，为得到方程
（５），需对方程（３）求两次导数．这就要求方程（３）
保持不变，它对ｔ的一次导数也保持不变，即有

Ｘ（２）（ｆε＋βａβσ＋ｆσ）＝０ （１５）

Ｘ（３）（ｆ
·

ε＋βａβσ＋ｆε＋βａβσ＋ｆ
·

σ）＝０（σ＝１，…，ε）

（１６）
称这些方程为限制方程．

定义３　如果无限小变换的生成元 ξ０，ξｓ满足
确定方程（１３）和限制方程，则相应对称性为高阶
非完整系统的弱Ｌｉｅ对称性．

考虑到约束对生成元ξ０，ξｓ的限制，即

ξε＋β－ｑε＋βξ０－
φβ
ｑ（ｍ）σ

（ξσ－ｑσξ０）＝０　（β＝１，

…，ｇ） （１７）

定义４　如果无限小变换的生成元 ξ０，ξｓ满足
确定方程（１３）、限制方程和附加限制方程（１７），则
相应对称性为高阶非完整系统的强Ｌｉｅ对称性．

命题１　对方程（１０），若无限小变换的生成元

ξ０，ξｓ是 Ｌｉｅ对称性的，且存在矩阵 β
ｌ
ｓ满足下列条

件

Ｘ（ｍ）Ｆｓ－Ｘ
（ｍ）Ｆｓ｜Ｆｓ＝０＝β

ｌ
ｓＦｌ （１８）

则共形不变性同时是 Ｌｉｅ对称性的充分必要条件
为

Γｌｓ＝β
ｌ
ｓ （１９）

证明：方程（１０）的Ｌｉｅ对称性满足
Ｘ（ｍ）Ｆｓ｜Ｆｓ＝０＝０ （２０）

若存在一矩阵βｌｓ满足方程（１８），则有

Ｘ（ｍ）Ｆｓ＝β
ｌ
ｓＦｌ （２１）

根据共形不变性定义方程（１１），系统的共形因子
为Γｌｓ＝β

ｌ
ｓ．

另一方面，由方程（１１）和（１８），容易得到
（Γｌｓ－β

ｌ
ｓ）Ｆｌ＝Ｘ

（ｍ）Ｆｓ｜Ｆｓ＝０ （２２）

如果 Γｌｓ＝β
ｌ
ｓ，那我们有 Ｘ

（ｍ）Ｆｓ｜Ｆｓ＝０＝０，则系统是
Ｌｉｅ对称性的．

１０３
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故共形不变性同时是 Ｌｉｅ对称性的充分必要条件
为Γｌｓ＝β

ｌ
ｓ．

４　共形因子

为得到方程共形不变性的共形因子表达式，需

要计算

Ｘ（ｍ）（Ｆｓ）－Ｘ
（ｍ）（Ｆｓ）｜Ｆｓ＝０ （２３）

利用

ξ
·

ｓ＝
ξｓ
ｑｋ
ｑｋ＋
ξｓ
ｔ

（２４）

ξ
¨

ｓ＝
ξｓ
ｑｋ
ｑ̈ｋ＋２

２ξｓ
ｑｋｔ

ｑｋ＋
２ξｓ
ｑｋｑｊ

ｑｋｑｊ＋
２ξｓ
ｔ２

（２５）

ξ
…

ｓ＝
ξｓ
ｑｋ
ｑｋ
… ＋３

２ξｓ
ｑｋｑｊ

ｑ̈ｋｑｊ＋３
２ξｓ
ｑｋｔ̈

ｑｋ＋３
３ξｓ
ｑｋｔ

２

ｑｋ＋３
３ξｓ
ｑｋｑｊｔ

ｑｋｑｊ＋
３ξｓ

ｑｋｑｊｑγ
ｑｋｑｊｑγ＋

３ξｓ
ｔ３

（２６）

ξ
┉
ｓ＝
ξｓ
ｑｋ
ｑ┉ｋ＋４

２ξｓ
ｑｋｑｊ

ｑ┉ｋｑｊ＋４
２ξα
ｑｋｔ

ｑ┉ｋ＋… （２７）

：

ξ
（ｍ）

ｓ＝
ξｓ
ｑｋ
ｑｋ
（ｍ）＋ｍ

２ξｓ
ｑｋｑｊ

ｑｋ
（ｍ－１）ｑｊ＋ｍ

２ξα
ｑｋｔ

ｑｋ
（ｍ－１）＋

… （２８）
有

Ｘ（ｍ）（Ｆｓ）＝Ｘ
（ｍ）（ｑｓ

（ｍ）－ｈｓ（ｔ，ｑ，ｑ，…， ｑ
（ｍ－１）

））＝

ξ
（ｍ）

ｋ－ｑｋξ
（ｍ）

０－Ｃ
１
ｍｑ̈ｋ ξ０

（ｍ－１）
－Ｃ２ｍｑ

…

ｋ ξ０
（ｍ－２）

－… －Ｃｍ－２ｍ

ｑｋ
（ｍ－１）ξ¨０－Ｃ

ｍ－１
ｍ ｑｋ

（ｍ）ξ·０－Ｘ
（ｍ－１）（ｈｓ）＝

ξｋ
ｑｒ
ｑｒ
（ｍ）－ｑｋ

ξ０
ｑｒ

ｑｒ
（ｍ）－Ｃｍ－１ｍ ｑｋ

（ｍ）
（
ξ０
ｔ
＋
ξ０
ｑｒ
ｑｒ）－Ｘ

（ｍ－１）（ｈｓ）＋Ｄ（ｔ，ｑ，

ｑ，…，ｑ（ｍ－１）） （２９）
其中Ｄ（ｔ，ｑ，ｑ，…， ｑ（ｍ－１））为其余不含ｑα

（ｍ）
项的代数

和．同理可得

Ｘ（ｍ）Ｆｓ｜Ｆｓ＝０＝
ξｋ
ｑｒ
ｈｒ－ｑｋ

ξ０
ｑｒ
ｈｒ－Ｃ

ｍ－１
ｍ ｈｋ（

ξ０
ｔ
＋

ξ０
ｑｒ
ｑｒ）－Ｘ

（ｍ－１）（ｈｓ）＋Ｄ（ｔ，ｑ，ｑ，…，ｑ
（ｍ－１）
） （３０）

式（２９）减去式（３０）得到

Ｘ（ｍ）（Ｆｓ）－Ｘ
（ｍ）（Ｆｓ）｜Ｆｓ＝０＝（

ξｋ
ｑｒ
－ｑｋ
ξ０
ｑｒ
）（ｑｒ

（ｍ）

－ｈｒ）－Ｃ
ｍ－１
ｍ （ｑｋ

（ｍ）－ｈｋ）（
ξ０
ｔ
＋
ξ０
ｑｒ
ｑｒ）＝［（

ξｋ
ｑｒ
－ｑｋ

ξ０
ｑｒ
）－Ｃｍ－１ｍ δ

ｌ
ｓ（
ξ０
ｔ
＋
ξ０
ｑｒ
ｑｒ）］Ｆｌ＝β

ｌ
ｓＦｌ （３１）

则共形因子为

Γｌｓ＝β
ｌ
ｓ＝（
ξｋ
ｑｒ
－ｑｋ
ξ０
ｑｒ
）－Ｃｍ－１ｍ δ

ｌ
ｓ（
ξ０
ｔ
＋
ξ０
ｑｒ
ｑｒ）

（３２）

定义５　如果无限小变换的生成元 ξ０和 ξｓ满

足确定方程（１２）及限制方程，则相应共形不变性

为高阶非完整系统的弱Ｌｉｅ对称性的共形不变性．

定义６　如果无限小变换的生成元 ξ０和 ξｓ满

足确定方程（１２）、限制方程和附加限制方程（１７），

则相应共形不变性为高阶非完整系统的强 Ｌｉｅ对

称性的共形不变性．

５　结构方程与守恒量

共形不变性在一定条件下可以导致相应的守

恒量．

命题２［１７］　如果无限小变换的生成元ξ０和 ξｓ
满足方程（３２），且存在规范函数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑ，ｑ）满足

结构方程

Ｌξ· ０＋Ｘ
（１）（Ｌ）＋（Ｑ＂ｓ＋Λｓ）（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｇ

· ＝０

（３３）

其中

Λσ＝－λβ
φβ
ｑσ
（ｍ），Λε＋β＝λβ （３４）

则与高阶非完整系统（１）和（３）相应的完整系统

（５）的共形不变性拥有如下形式的守恒量

Ｉ＝Ｌξ０＋
Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ （３５）

命题３　对于满足高阶非完整系统（１）和（３）

的弱（强）Ｌｉｅ对称性的无限小变换的生成元 ξ０和

ξｓ，若存在规范函数 Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑ，ｑ）满足结构方程

（３３），则高阶非完整系统的弱（强）Ｌｉｅ对称性的共

形不变性可导致守恒量（３５）．

６　算例

设系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２＋ｑ

２
３）－ｑ３ （３６）

所受约束是三阶的，有形式

ｑ１
… －ｔｑ２

… ＋ｔ２ｑ３
… ＝０ （３７）

研究系统的共形不变性与守恒量．

系统的运动微分方程为

２０３



第４期 李燕等：高阶非完整系统的共形不变性与Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

ｑ̈１＝λ

ｑ̈２＝－λｔ

ｑ̈３＋１＝λｔ
{ ２

（３８）

由此消去λ，得

ｔ̈ｑ１＋ｑ̈２＝０，ｔ
２ｑ̈１－（̈ｑ３＋１）＝０ （３９）

将方程（３９）对ｔ求一次导数，并将结果与约束方程
（３７）联合，解得

ｑ１
… ＝－ｔ（１＋２ｔ

２）

１＋ｔ２＋ｔ４
ｑ̈１＝ｈ１

ｑ２
… ＝－ １－ｔ４

１＋ｔ２＋ｔ４
ｑ̈１＝ｈ２

ｑ３
… ＝ｔ（２＋ｔ

２）

１＋ｔ２＋ｔ４
ｑ̈１＝ｈ













３

（４０）

并且有

Λ１＝λ＝ｑ̈１，Λ２＝－λｔ＝－ｔ̈ｑ１，Λ３＝λｔ
２＝ｔ２ｑ̈１
（４１）

取　ξ０＝０，ξ１＝ｑ１，ξ２＝ｑ２，ξ３＝ｑ３＋
１
２ｔ
２ （４２）

则有

Ｘ（３）＝ξ１

ｑ１
＋ξ２


ｑ２
＋ξ３


ｑ３
＋ξ·１


ｑ１
＋ξ·２


ｑ２

＋ξ·３

ｑ３
＋ξ¨１


̈ｑ１
＋ξ¨２


̈ｑ２
＋ξ¨３


̈ｑ３
＋ξ…１


ｑ…１
＋ξ…２


ｑ…２

＋ξ…３

ｑ…３

（４３）

Ｘ（３）
Ｆ１
Ｆ２
Ｆ
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＝Ｘ（３）
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２）

１＋ｔ２＋ｔ４
ｑ̈１

ｑ２
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ｑ̈１

ｑ２
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１＋ｔ２＋ｔ４
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ｑ３
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＝
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０　０　１

ｑ１
… ＋ｔ（１＋２ｔ

２）

１＋ｔ２＋ｔ４
ｑ̈１

ｑ２
… ＋ １－ｔ４
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ｑ̈１

ｑ３
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１

（４４）

因此我们得到共形因子为

Γ＝
１　０　０
０　１　０









０　０　１

（４５）

由共形因子表达式（３２）式我们也可得到

Γ＝
１　０　０
０　１　０









０　０　１

显然生成元满足限制方程

Ｘ（２）（ｔ̈ｑ１＋ｑ̈２）｜ｔ̈ｑ１＋ｑ̈２＝０＝０

Ｘ（２）（ｔ２ｑ̈１－（̈ｑ３＋１））｜ｔ２̈ｑ１－（̈ｑ３＋１）＝０＝
{ ０

（４６）

即

（４７）
因此相应对称性为弱Ｌｉｅ对称性．但是生成元不满
足附加限制方程，即

ξ１－ｑ１ξ０－ｔ（ξ２－ｑ２ξ０）＋ｔ
２（ξ３－ｑ３ξ０）≠０

（４８）
故相应对称性不是强Ｌｉｅ对称性的．

将方程（３６）、（４１）和（４２）代入结构方程
（３３），得到

Ｇ＝－（ｑ１ｑ１＋ｑ２ｑ２＋ｑ３ｑ３＋
１
２ｔ
２ｑ３） （４９）

将方程（３６）、（４２）和（４９）代入方程（３５）得
到守恒量为

Ｉ＝－１２ｔ
２ｑ３ （５０）

７　结论

本文研究了与高阶非完整系统相应的完整系

统的共形不变性，利用共形不变性的定义和 Ｌｉｅ对
称性的确定方程，得到了系统共形不变性的共形因

子，该共形因子也就是系统的共形不变性同时是

Ｌｉｅ对称性的充分必要条件．如果无限小变换的生
成元满足限制方程，则相应共形不变性为高阶非完

整系统弱Ｌｉｅ对称性的共形不变性；如果无限小变
换的生成元满足限制方程和附加限制方程，则相应

共形不变性为高阶非完整系统强 Ｌｉｅ对称性的共
形不变性．系统共形不变性在一定条件下可以导致
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．
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