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广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的平衡稳定性

崔金超　梅凤翔
（北京理工大学宇航学院，北京　１０００８１）

摘要　广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程是一类更为普遍的约束力学系统的方程．研究定常广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的平衡稳定

性．建立平衡方程，给出系统的能量变化方程，根据 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数的定号性质，建立平衡稳定性的判据．举例

说明结果的应用．
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引 言

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ１９２７年发表名著《动力系统》［１］，
１９７８年Ｓａｎｔｉｌｌｉ将文献［１］的方程推广并建议命名
为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程［２］．文献［３，４］建立了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统动力学基本理论框架．文献［５，６］在 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方
程的右端添加一项，并称之为广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程，
同时研究了这类方程的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ
守恒量．本文研究广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的平衡稳定
性，给出平衡方程和能量变化方程，选择适当的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理得到方程平衡
稳定性的结论．

１　运动微分方程

广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程有形式［５，６］

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－Ｒμｔ＝－Λμ，

　　　　（μ，ｖ＝１，２，…，２ｎ） （１）
其中Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ）为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ）为
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，Λμ＝Λμ（ｔ，ａ）为附加项．

当Λμ＝０（μ＝１，２，…，２ｎ）时，方程（１）成为
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程．因此，方程（１）比 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程更为
普遍．另外，将一个微分方程组化成 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程
是相当困难的［２］，而化成广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（１）就
容易得多．

假设

ｄｅｔ（Ωμν）≠０ （２）
其中

Ωμν＝
Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａν

（３）

则由方程（１）可解出所有ａμ

ａμ＝Ωμν Ｂ
ａν
－
Ｒν
ｔ
－Λ( )ν （４）

其中

ΩμνΩνρ＝δ
μ
ρ （５）

如果函数Ｂ，Ｒμ和Λμ都不显含 ｔ，则称为定常

系统．对定常系统，方程（１）和方程（４）分别表为

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ＝－Λμ （６）

和

ａμ＝Ωμν 
Ｂ
ａν
－Λ( )ν （７）

２　平衡条件

系统平衡时，有 ａμ＝０，ａμ＝ａμ０（μ＝１，２，…，

２ｎ），此时方程（１）成为

Ｂ
ａμ
＋
Ｒμ
ｔ
＝Λμ （８）

而方程（６）成为

Ｂ
ａμ
＝Λμ （９）

方程（８）和方程（９）就是广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的平衡
方程．如果方程（８）或（９）是彼此独立的，便可求得
平衡位置 ａμ＝ａμ０（μ＝１，２，…，２ｎ）．为研究系统的

平衡稳定性，经过变换可将平衡位置移到 ａμ０＝０（μ
＝１，２，…，２ｎ）．
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３　能量变化方程

将方程（１）两端乘以ａμ并对μ求和，得到

ｄＢ
ｄｔ＝

Ｂ
ｔ
＋ Λμ－

Ｒμ
( )ｔａμ （１０）

再将式（４）代人式（１０），得
ｄＢ
ｄｔ＝

Ｂ
ｔ
＋

　 Λμ－
Ｒμ
( )ｔΩμν Ｂａν＋Ｒνｔ－Λ( )ν （１１）

对定常情形，式（１１）成为
ｄＢ
ｄｔ＝ΛμΩ

μνＢ
ａν

（１２）

因为通常将Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ理解为“能量”，故方程
（１１）和（１２）可称为能量变化方程．能量变化方程
可用于研究系统的平衡稳定性．

４　稳定性判据

对定常广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，利用函数 Ｂ（ａ）的
性质可以判断平衡稳定性．有如下结果

判据　对定常广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，如果 Ｂ（０）
＝０，Ｂ（ａ）在平衡位置邻域内是正定的，且

ΛμΩ
μνＢ
ａν
≤０ （１３）

则平衡位置ａμ０＝０（μ＝１，２，…，２ｎ）是稳定的．
实际上，取Ｂ（ａ）为Ｌｙａｐｕｎｏｖｅ函数
Ｖ＝Ｂ（ａ）

则Ｖ是正定的．将式（１３）代入式（１２），得
ｄＶ
ｄｔ≤０

据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理知，平衡是稳定的．
对定常Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，因 Λμ＝０（μ＝１，２，…，

２ｎ），故有
ｄＢ
ｄｔ＝０

于是有

推论　对定常Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，如果 Ｂ（０）＝０，Ｂ
（ａ）在平衡位置邻域内是正定的，则平衡位置ａμ０＝
０（μ＝１，２，…，２ｎ）是稳定的．

这个结果已由文献［３］给出．

５　算 例

为说明上述结果，举一简单例子．

二阶广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为
Ｒ１＝０，

Ｒ２＝ａ
１，

Ｂ＝１２（ａ
１）２＋１２（ａ

２）２，

Λ１＝（ａ
２）３，

Λ２＝０ （１４）

研究平衡位置ａ１＝ａ２＝０的稳定性．
由式（１４）知

（Ωμν）＝
０ －１( )１ ０

ΛμΩ
μνＢ
ａν
＝

　Λ１Ω
１２Ｂ
ａ２
＝－（ａ２）４≤０

而Ｂ在平衡位置邻域内是正定的，由判据知，平衡
是稳定的．

６　结论

以广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程为基础的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统动力学是经典力学的一个新发展．本文由 Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆ函数的定号性质研究了定常广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程
的平衡稳定性．
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