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有限元、变分原理与辛数学的推广

高强　钟万勰
（大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２４）

摘要　发展型偏微分方程混和有限元的求解往往需要变动的维数，不符合传递辛矩阵群固定维数的限制．

本文按变分法的进一步发展的思路，推导了运用虚功原理解决不同维数传递辛矩阵群连接的原理．数值例

题表明了方法的有效性．
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引 言

辛数学本来是从分析动力学来的，但文献［１］
指出分析结构力学与分析动力学是模拟的，所以

“有限元自动保辛”．随着需求不断提升，应用力学
结合了实际需求后，暴露了传统经典分析力学的局

限性：

 它奠基于连续时间的系统，但应用力学有
限元、控制与信号处理等需要离散系统；

 分析动力学总是考虑同时间的位移向量，
但应用力学有限元要考虑不同时间的位移向量；

 动力学要求体系的维数自始至终不变，但
应用力学有限元需要变动的维数．

 它认为物性是即时响应的，但时间滞后是
常见的物性，例如粘弹性、控制理论等

这些局限性表明传统分析动力学还需要大力

发展．Ｈｉｌｂｅｒｔ在１９００年巴黎世界数学大会上的大
会报告《数学问题》提出了２３个数学问题．其中第
２３号数学问题是：变分法的进一步发展，指出了一
个需要不断地深入发展的方向．现在广泛应用的应
用力学有限元法的数学基础就是变分法，仍需要深

入发展．辛数学的出现也是变分法的发展，不过辛
是Ｈ．Ｗｅｙｌ根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的对称性而提
出的，蕴涵着只能适用于恒定维数的体系．而分析
结构力学与有限元分析是非常灵活的，没有这样的

维数限制．
发展型偏微分方程的离散求解，必然需要时－

空混和元的划分，不能接受自始至终恒定维数的限

制．本文要探讨变动维数的动力学问题，这就超出
了辛的传统范畴了．

离散，是数值求解的需要．应予以强调指出的
是，李群理论是针对连续系统的，离散后就不能用

李群了．冯 康指出离散差分格式应要求近似解保
辛［２］，但保辛并不能自动保证能量守恒，有论文甚

至证明了命题“保辛则能量不能守恒”［３］，书［２］也
接受了该结论．保辛所期望的是使能量保守，例如
著作［４］的大量例题，就用能量对于守恒性质的偏
离来检验保辛差分格式的优良性质，但仍然不保证

能量守恒！前文［５］指出文献［３］的命题不成立，
运用参变量方法，保辛积分也可保证能量守恒的．
以后讲保辛，就是指保辛－守恒的算法的．

对于不同时间离散的时－空混和元网格［６］，则

应指出，波动方程恰当的时间－空间变换是Ｌｏｒｅｎｔｚ
变换［７，８］．而在 Ｌｏｒｅｎｔｚ变换下，时间 －空间的变换
是线性的．在原坐标下的同时，在 Ｌｏｒｅｎｔｚ变换后，
就不再同时了；而只要是在特征线下的两点，则通

过Ｌｏｒｅｎｔｚ变换就可以成为同时．Ｅｉｎｓｔｅｉｎ相对论早
就讲清楚时间－空间问题，同时的概念是与坐标选
择相关的．文献［６］已经给出了不同时的网格的数
值例题．因此本文只探讨不同维数离散的时间－空
间混和有限元积分问题．

１　结构力学有限元自动保辛

局限于传统的分析动力学，则必然是面对相同

维数的体系．然而例如以波动方程来说，就是偏微
分方程了，相当于无穷多未知数的动力体系．半解
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析法对空间坐标离散，成为线性联立微分方程的时

间积分．如用简单边界条件，则本来就有分析解，离
散也可以是同维数的规则网格．复杂些的边界条件
问题，则只能数值求解，不同维数的网格划分也就

可能出现了．
结构力学有限元的离散本来是静力问题，从来

未曾将一个坐标当作“时间”而将不同维数看成一

个问题，从来未曾提出保辛的问题．从分析结构力
学与分析动力学模拟的角度看，选择了“时间”坐

标而说保辛，应讲清楚其意义．弹性力学的辛求解
体系就是这样建立的．

说有限元自动保辛，是从有限元法的单元刚度

阵为对称阵的角度说的，当然其子结构的出口刚度

阵也是对称阵．Ｈｉｌｂｅｒｔ在《数学问题》中又指出：
“在讨论数学问题时，我们相信特殊化比一般化起

着更为重要的作用．可能在大多数场合，我们寻找
一个问题的答案而未能成功的原因，是在于这样的

事实，即有一些比手头的问题更简单、更容易的问

题没有完全解决或是完全没有解决．这时，一切都
有赖于找出这些比较容易的问题并使用尽可能完

善的方法和能够推广的概念来解决它们”，故不妨

以弹性平面有限元分析为例来分析．
将子结构选择为两层“时间”，ｚａ，ｚｂ之间的区

域，其出口刚度阵就是两层“时间”的面，每个“时

间”层ａ与层ｂ并非一定是划一的“时间”．如果每
个“时间”的出口位移 ｗａ，ｗｂ自由度相等，则其不
同“时间”层间的出口刚度阵
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但，如果ｗａ、ｗｂ的自由度数不等，则就有困难了．

这里就体现了辛数学的局限性，ＳＴＪＳ＝Ｊ必须
是相等维数．结构力学有限元法根本不需要这种限
制，原因是结构力学是椭圆型偏微分方程．因此刚
度阵对称的概念更为开放．结构力学有限元从来不
讲究辛．怎样将刚度阵对称的概念与保辛联系起来
是本文要探讨的课题．

传统的分析动力学是ｎ个自由度，维数有限且
不变．可用Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系描写，Ｈ．Ｗｅｙｌ在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
正则方程对称的基础上提出辛对称的概念，先天就

有同等维数体系的要求．当推广到无限维的双曲型
波动偏微分方程时，例如有区域随时间变化的问

题，可用混和有限元求解［６］．如果有限元的离散有
同等维数的要求，则使用时有许多不便．当然要考
虑不受维数限制的方案．问题又回到结构力学有限
元不同维数时的保辛．

这种表达，不同维数时的保辛，无非是使用传

递辛矩阵时才出现．

图１　不同维数时空网格示意

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

困难在于不同维数时矩阵 Ｋａｂ不能求逆，设
ｗａ，ｗｂ的维数分别是 ｎａ，ｎｂ，ｎａ＜ｎｂ．解决此问题的
方案是增加ｎａ使其与ｎｂ相等，方法是增加节点ｐ＋
使ｎａ＋＝ｎｂ，如图１，同时保证原有节点位置不变．
有限元本来是基于插值的近似解，在相邻节点间按

线性规则插入节点，无非是加密了子结构的单元数

目而已，近似程度不会减少．这样产生的子结构刚
度阵 Ｋ＋就可实现传递辛矩阵的方案了．传递的是
状态向量，即
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从位移ｗａ＋，ｗｂ计算两端力向量ｆａ＋，ｆｂ是容易的．
但现实是增加了节点 ｐ＋，有 ｎａ＜ｎａ＋．要返回

原来的Ｋ阵很容易，因有限元采用线性插值，增加
约束条件，将 ｐ＋的位移表达为其两端节点位移的
线性插值即可．将线性插值条件代入，刚度阵Ｋ＋就
退化到Ｋ了．根据刚度阵 Ｋ和位移 ｗａ，ｗｂ计算两
端力向量ｆａ，ｆｂ也是容易的．但要考虑 ｆａ＋，ｆｂ与 ｆａ，
ｆｂ的关系．根据ｗａ，ｗｂ取出子结构，点 ｐ＋位移的线
性插值，就是有限元法线性插值．所以增加了点 ｐ＋
的位移，在子结构出口刚度阵分析时，对于 ｆｂ没有
影响．而ｆａ＋与ｆａ的维数不同．位移的线性插值相当
于将包含点 ｐ＋的线段看成刚性．ｐ＋点的对偶力在
ｆａ中没有位置，只能按照线性，即杠杆原理的规则，

０９２
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分配到两端的节点上．杠杆原理就是虚功原理．
虚功原理，简单、有效且优美．还可以推广到双

曲型方程方面．讲究的证明可选择非常薄的单元．
为节省篇幅，略．

这样看来，弹性力学问题的有限元法的对称刚

度阵自然就是保辛的．因为是椭圆型方程的
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界问题，增加节点无非是虚功原理而
已．不必考虑状态的初值积分，所以说自动就保辛
了，因此有限元法给出的近似结果是高度稳定、可

靠的，为广大工程师所接受．

２　波动偏微分方程，不同维数位错的转换

文献［６］的时－空混和元例题，是运用相同维
数的网格划分的．因两端边界变动小，故空间坐标
离散仍采用了相同维数的划分，此时积分仍可以保

辛．面对更复杂的情况，要求用不同维数的网格划
分是很自然的．如何发展“保辛”积分，自然就成为
有兴趣的课题．按传统的数学辛的定义，不同维数
则无法用传递辛矩阵表示．必然需要冲破传统辛数
学概念的限制．以下就探讨此问题．当然是运用时
－空混和元计算的．
结构力学有限元是椭圆型偏微分方程离散来

的，适用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件；在一维表述时是两端
边界条件，因此没有不同维的问题．结构力学本来
也只重视刚度阵的对称性而不讲究传递辛矩阵求

解．不同维数问题只在动力学初值问题时才出现．
文献［１，９，１０］指出，辛矩阵对应于对称的刚度阵
或混合能矩阵．辛矩阵的定义本来有同维数的限制
而刚度阵、混合能矩阵则不受此限制．运用结构力
学保辛的规则，就给动力学扩展辛的概念提供了机

会．
因此选择波动方程的离散进行分析不同维数

问题是有帮助的．因为问题比较单纯，而按 Ｈｉｌｂｅｒｔ
的概念，这些方法是能够推广的．

文献［１］讲述了分析动力学与分析结构力学
的模拟关系，变分原理是对应的．无非是相差一个
正负号，因此边界条件的提法发生了变化，椭圆型

方程的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题变化为双曲型方程的初
值问题．上面就结构力学有限元讲解了有限元传递
矩阵表达不同维数的保辛推广．按有限元法增加节
点数目，改变不同维数为相同维数，运用虚功原理

即可．

图２　增加节点的时空网格

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈｂｙａｄｄｉｎｇｎｏｄｅ

处理双曲型的波动方程，简单些不妨离散到同

时的网格．时间离散为层 ｊ＝１，２，…，而不同的 ｊ可
以有不同的维数．设在ｊ－１层以前，每层皆为８站
离散；而ｊ层则过度到９站离散．时间离散称层，而
空间离散称站．原来ｊ－１层以前，ｋ站与临近层的ｋ
站存在有限元网格的联线．这规则在 ｊ－１层过度
到ｊ层时被打破．设在第ｋ＝５点时该规则成立，而ｊ
－１层的ｊ－１：ｋ＝６对应于 ｊ：ｋ＝７．因此 ｊ：ｋ＝６成
为多出的位错，不再是规则网格了，如图２．传统辛
矩阵的概念无法适应了．于是有５点单元：ｊ－１：ｋ
＝５，６；以及ｊ：ｋ＝５，６，７．局部分别表示为１，２，３，４，
５，再设一个点２．简单起见，如图３所示，设局部坐
标为

１：（０，０）；２：（０，１）；３：（０，２）
４：（１，０）；５：（１，１）；６：（１，２）

图３　局部单元

Ｆｉｇ．３　Ｌｏｃａｌｅｌｅｍｅｎｔ

括号内是坐标值．１，３，４，５，６点的位移 ｗｉ，ｉ＝
１，３，４，５，６是独立位移；而２号局部节点的位移则
要求

ｗ２＝（ｗ１＋ｗ３）／２ （４）
不是独立的．所以是共５个独立位移，２个在 ｊ－１
层而３个在ｊ层．局部节点２在ｊ－１层以前是不出
现的．只在从ｊ－１层过度到ｊ层时才出现．

时间积分有因果律．既然认为 ｊ－１层及以前
的离散近似是满意的，则意味着线性插值的位移是

满意的．前面设了局部２号点的位移的相关也是合
理的．

既然辛矩阵的概念不能直接运用，就应当采用

１９２
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变分原理的方法．有限元求解的根据是变分原理．
从时间坐标看是初值问题，但从空间坐标看则是两

端边值问题．故变分原理可写成

δ∫［ｍａｘｗ∫
Ｌ

０
［ｗ２／２－ｋ０ｗ′

２／２］ｄｘ］ｄｔ＝０ （５）

表明：时间坐标方向是动力学，而空间坐标方向是

结构力学．
从时间积分看，ｊ－１层只有 ２点的状态，即

ｗ１，ｐ１；ｗ３，ｐ３，虽然有线性插值的 ｗ２但不是独立位
移，现在也拿不出其对偶．然而要求得到层３点的
状态，所以有怀疑，其实这是误解，深入分析可运用

变分的虚功原来解决如下．
既然承认ｊ－１层只用局部１，３号点的线性插

值是满意的，则中点的位移（３．１）是满意的．有限
元法当然不是精确解，所以只能说满意．如果能确
定２号点满意的对偶量ｐ２，以及同时修改ｐ１，ｐ３，则
就具备了 ｗ１，ｐ１；ｗ２，ｐ２；ｗ３，ｐ３的状态向量，也就是
将位错的２号点的状态向量修补了，当然维数不
同．于是从层的位错修补的状态向量开始，于是又
可以向前进行传递辛矩阵的积分了．变分原理（３．
２）表明，空间坐标仍是结构力学的规则．上面对于
结构力学有限元的传递辛矩阵，仍适用．表明结构
力学的虚功原理也可以转移用于双曲型方程的动

力学．在给定时间ｊ－１层的空间坐标方向，本来就
是结构力学问题，使用结构力学的虚功原理完全合

理．而在不同时间层次，则应当用传递的规则．
先看局部单元的的 ｐ１，ｐ３构成．局部单元节点

１是联系（ｊ－２，ｊ－１）层的一批时 －空混和元的，这
批时－空混和元组装得到（ｊ－２，ｊ－１）层的作用量
矩阵Ｋｇ，其对应的位移向量是ｊ－２层的ｗｊ－２与ｊ－
１层的 ｗｊ－１组合．其中只有一个混和元 Ｅｈ包含局
部的１～３边．从ｊ－２层采用混和元积分到ｊ－１层
时必然包含单元 Ｅｈ．前面的局部节点１，３，包含于
ｗｊ－１中．总体的对偶动量为

ｐｊ－１＝Ｓ／ｗｊ－１　Ｓ＝
１
２
ｗｊ－２
ｗｊ－{ }

１

Ｔ

Ｋｇ
ｗｊ－２
ｗｊ－{ }

１

（６）

这是总体传递辛矩阵积分时必然使用的．
有位移必然有其对偶量，时－空混和有限元时

表现为对偶向量 ｐｊ－１．虽然 ｐｊ－１是按节点表达的集
中动量；但本来是波动偏微分方程，动量本来应当

是分布的，节点的动量只是分布动量的反映．位移
插值是线性的，分布动量也认为是线性的，形函数

么．
前面按式（４）插值了单元 Ｅｈ的局部节点２的

位移，尚待寻求其Ｅｈ的局部对偶量 ｐ２，同时 Ｅｈ的
局部ｐ１ｈ，ｐ３ｈ也应修改．将单元 Ｅｈ对于作用量的贡
献记为Ｓｈ，则修改前

ｐ１ｈ＝Ｓｈ／ｗ１，ｐ３ｈ＝Ｓｈ／ｗ３ （７）
因为已经是传递后，所以维数修改前的ｗｊ－１是能计
算的，从而局部 ｐ１ｈ，ｐ３ｈ也是能计算的．因中间增加
了节点，ｐ１ｈ，ｐ３ｈ的集中动量也是有待修改的．注意
式（７）的ｐ１ｈ，ｐ３ｈ不是总体量，因为只包含了一个单
元Ｅｈ，只能反映局部１～３线段的线性分布动量．
ｐ１ｈ，ｐ３ｈ是在修改前的，因为有限元法的线段 １～３
保持为２个自由度的直线，故２个集中对偶量已经
可以表示．

当需要加密网格时，在局部的１～３线要增加
一个节点２．此时有限元的可能位移不能认为保持
为直线了，而有３个自由度，除原来的刚体移动与
转动外尚需增加折线的可能位移．对偶动量分布也
应同样增加．有限元法是３个节点位移，而对偶向
量也是３个节点动量．

怎样确定对偶动量的３个自由度呢？当然是
使用功、能的思路；按《力、功、能量与辛数学》的阐

述，辛是从功、能来的．现在则可用虚功原理来处
理，单元Ｅｈ的分布对偶变量对于增加节点的作用．

首先清楚，有限元得到的ｐ１ｈ，ｐ３ｈ是节点上的集
中力．中间增加一个节点，表明１～３已经不再是直
线，是有１～２，２～３两段直线的折线，有３个参数，
应确定３个对偶集中力ｐ１ｘ，ｐ２ｘ，ｐ３ｘ，以代替ｐ１ｈ，ｐ３ｈ．

前面２个节点对偶量ｐ１ｈ，ｐ３ｈ，对应于线性分布
对偶分布量ｐ（ｘ）＝ａ＋ｂｘ，其中 ａ，ｂ是待定常数而
中间点取为 ｘ＝０．确定方法是静力等价．平移自由
度ｗ１（ｘ），虚功相等

ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ ＝∫
ｌ１３／２

－ｌ１３／２
ａ·ｗ１（ｘ）ｄｘ＝ａｌ１３，

ａ＝（ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）／ｌ１３
转动自由度ｗ２（ｘ）＝ｘ

（ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）·ｌ１３／２＝

　∫
ｌ１３／２

－ｌ１３／２
（ａ＋ｂｘ）·ｗ２（ｘ）ｄｘ＝ｂｌ

３
１３／１２，

ｂ＝６（ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）／ｌ
２
１３

这给出了原来的线性分布对偶分布量 ｐ（ｘ）＝ａ＋
ｂｘ．
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当增加节点在中间时，在刚体位移外又增加了

位移分布例如

ｗ３（ｘ）＝
１＋２ｘ／ｌ１３，　ｗｈｅｎｘ＜０

１－２ｘ／ｌ１３，　ｗｈｅｎｘ＞{ ０
将ｐ（ｘ）＝ａ＋ｂｘ作用到ｗ３（ｘ），则基于对称性有

∫
ｌ１３／２

－ｌ１３／２
（ａ＋ｂｘ）·ｗ２（ｘ）ｄｘ＝ａｌ１３／２

对应的增加节点的对偶变量ｐ１ｘ，ｐ２ｘ，ｐ３ｘ可通过
虚功原理得到

对ｗ１（ｘ）＝１自由度：
ｐ１ｘ＋ｐ２ｘ＋ｐ３ｘ＝ａｌ１３＝ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ
对ｗ２（ｘ）＝ｘ自由度：
（ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）·ｌ１３／２＝（ｐ３ｘ－ｐ１ｘ）·ｌ１３／２
对ｗ３（ｘ）自由度：
［ａｌ１３／２］＝（ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）／２＝ｐ２ｘ

求解，有

ｐ２ｘ＝（ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）／２；ｐ１ｘ＝（３ｐ１ｈ－ｐ３ｈ）／４；
ｐ３ｘ＝（－ｐ１ｈ＋３ｐ３ｈ）／４
表明原来的两节点的对偶量 ｐ１ｈ，ｐ３ｈ已经因增

加中间节点而变换为３节点的对偶量 ｐ１ｘ，ｐ２ｘ，ｐ３ｘ．
得到了全部节点的状态向量后，就可继续进行（ｊ－
１，ｊ）层的保辛积分了．

辛数学的定义只针对同维数的问题．不同维数
已经超出了辛的定义．虽然是在同一时间层进行的
虚功原理，当然也是变分原理范畴的内容．所以用
Ｈｉｌｂｅｒｔ的“变分法的进一步发展”提法是恰当的．

以上阐述了增加维数的问题．当然还应考虑减
少维数的问题．其实虚功原理的方法是可以反过来
的．如果要减少一个节点，当然该节点的位移应与
两侧相邻节点几乎就是线性插值．于是同样采取虚
功原理的方法，可将该节点的位移用线性初值，而

其对偶动量则用杠杆原理将其转移到相邻节点．于
是就完成了维数的变化．

结构力学虚功原理是有力工具，要选择独立虚

位移．上面的选择是２个刚体位移与一个 ｗ３（ｘ）．
其实，也可选择３个折线位移：

ｗ１＝１，ｗ２＝０，ｗ３＝０；
ｗ１＝０，ｗ２＝１，ｗ３＝０；
ｗ１＝０，ｗ２＝０，ｗ３＝１

例如对应于ｗ１＝１，ｗ２＝０，ｗ３＝０函数是

ｗ１（ｘ）＝
（１－２ｘ／ｌ１３），　ｗｈｅｎｘ＜ｌ１３／２

０，　　　　　　{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

则可计算出

ａ＝（ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）／ｌ１３，ｂ＝６（ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）／ｌ
２
１３

ｐ１ｘ ＝∫
ｌ１３／２

－ｌ１３／２
（ａ＋ｂｘ）·ｗ１（ｘ）ｄｘ＝

　ａ·ｌ１３／４－ｂ·ｌ
２
１３／１２＝

　［ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ－２（－ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）］／４＝
　（３ｐ１ｈ－ｐ３ｈ）／４

同样，也可计算得到

ｐ２ｘ＝（ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）／２；
ｐ３ｘ＝（－ｐ１ｈ＋３ｐ３ｈ）／４
这方法可用于在直线１～３上任何处增加多个

节点的情况．仍用在增加一个节点２后成为２个线
段１～２，２～３的情况为例，设 ｌ１２＝（１＋α）ｌ１３／２其
中－１＜α＜１．虚功原理要选择独立虚位移．同样，
选择３个折线位移：ｗ１＝１，ｗ２＝０，ｗ３＝０；ｗ１＝０，ｗ２
＝１，ｗ３＝０；ｗ１＝０，ｗ２＝０，ｗ３＝１；３根折线，即

ｗ１（ｘ）＝
－１ｌ１２
（ｘ－

ａｌ１３
２），　ｗｈｅｎｘ＜

ａｌ１３
２

０，　　　　　　　
{

ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

ｗ２（ｘ）＝

１
ｌ１２
（ｘ＋

ｌ１３
２），　　　ｗｈｅｎｘ＜

ａｌ１３
２

－ １
ｌ１３－ｌ１２

（ｘ－
ｌ１３
２），









 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

ｗ１（ｘ）＝
０，　　　　　　　ｗｈｅｎｘ＜

ａｌ１３
２

１
ｌ１３－ｌ１２

（ｘ－
ｌ１３
２α），　

{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

按照上面的方法，可计算出

ｐ１ｘ＝
１
４（α

２（ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）＋２ａｐ１ｈ＋３ｐ１ｈ－ｐ３ｈ）

ｐ２ｘ＝
１
２α（ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）＋

１
２（ｐ１ｈ＋ｐ３ｈ）

ｐ１ｘ＝
１
４（α

２（ｐ１ｈ－ｐ３ｈ）－２ａｐ３ｈ＋３ｐ３ｈ－ｐ１ｈ）

３　数值算例

考虑如下变动边界问题．Ｔｉｍｍｙ拉小提琴，滑
音，即移动压弦线的手指而产生．方程为

ｗ
ｘ２
－
２ｗ
ｔ２
＝０

时变的区域边界条件为

ｗ（０，ｔ）＝０，ｗ（ｘｍ，ｔ）＝０，

ｘｍ＝
１，　　　　　　　ｔ≤０．２（ｓ）
１＋０．０５ｓｉｎ（２ｐｔ），　ｔ＞０．２（ｓ{ ）

３９２
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初始条件为

ｗ（ｘ，０）＝ｓｉｎ（πｘ），
ｗ
ｔ
（ｘ，０）＝０

变动边界问题解析求解很困难．采用半解析方法，
先对空间离散然后再积分动力方程的方法也很难

适应变边界问题．本文采用的时空混和元方法，对
于这类变动边界问题的处理是很方便和灵活的．

图４　（ａ）第一种时空混和网格；

（ｂ）第一种时空混和网格的局部放大

Ｆｉｇ．４　（ａ）Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ；

（ｂ）Ｔｈｅｌｏｃａｌｚｏｏｍｆｏｒｆｉｒｓｔｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ

图５　（ａ）第二种时空混和网格；

（ｂ）第二种时空混和网格的局部放大

Ｆｉｇ．５　（ａ）Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ；

（ｂ）Ｔｈｅｌｏｃａｌｚｏｏｍｆｏｒｓｅｃｏｎｄｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ

边界周期变化，周期为１．故只需在一个周期
内划分网格，以后周期重复第一个周期的网格．分
别采用图４－７所示的四种网格，其积分步长都是

０．０５．这四种时空混和的网格均是传统半解析方
法无法覆盖的情况．第一种网格空间节点的位置在
不同时刻是可以变化的，第二种网格在某些时刻在

中点处增加了一个空间离散节点，第三种网格则是

在某些时刻任意增加了空间离散节点，第四种网格

是在第三种网格的基础上，在时空域某些区域加密

了网格，并可使用三角形单元．

图６　（ａ）第三种时空混和网格；

（ｂ）第三种时空混和网格的局部放大

Ｆｉｇ．６　（ａ）Ｔｈｅｔｈｉｒｄｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ；

（ｂ）Ｔｈｅｌｏｃａｌｚｏｏｍｆｏｒｔｈｉｒｄｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ

图７　（ａ）第四种时空混和网格；

（ｂ）第四种时空混和网格的局部放大

Ｆｉｇ．７　（ａ）Ｔｈｅｆｏｕｒｔｈｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ；

（ｂ）Ｔｈｅｌｏｃａｌｚｏｏｍｆｏｒｆｏｕｒｔｈｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｍｅｓｈ

采用以上四种网格计算以上提出的变动边界

波动问题，计算结果如图８－１３所示，它们分别给
出了ｔ＝０．２５（ｓ），１（ｓ），２（ｓ），３（ｓ），４（ｓ），５（ｓ）时的

４９２
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图８　ｔ＝０．２５（ｓ）的位移响应；

Ｆｉｇ．８　（ａ）Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔ＝０．２５（ｓ）

图９　ｔ＝１（ｓ）的位移响应

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔ＝１（ｓ）

图１０　ｔ＝２（ｓ）的位移响应

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔ＝２（ｓ）

图１１　ｔ＝３（ｓ）的位移响应

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔ＝３（ｓ）

图１２　ｔ＝４（ｓ）的位移响应

Ｆｉｇ．１２　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔ＝４（ｓ）

图１３　ｔ＝５（ｓ）的位移响应

Ｆｉｇ．１３　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔ＝５（ｓ）

位移响应．可以看到，四种网格划分对应的结果互
相符合，相差很小，况且不同网格的节点并不完全

重合，这说明了本文提出的处理时空网格变动维数

方法的正确性．

４　结束语

辛数学有其局限性，对于推广应用不利．辛数
学先天就有传递时相同维数的要求，不能适应广泛

的双曲型偏微分方程的离散求解．本文提出运用虚
功原理的连接方法．连接后，每一次传递仍然可以
保辛，但不同层次传递的维数可以不同．这样就扩
展了保辛传递的范围．应该认识到，辛数学不可仅
限于原来定义的范围，这样就困住了广泛应用的机

会，而应予以扩展．
辛数学提供了良好的基本框架，然而一个固定

的维数ｎ是其限制．按课题的需要，应当让不同维
数的辛传递矩阵共同发挥作用．于是在不同维数的
辛传递矩阵群之间一定要互相连接．考虑到运用保
辛数值方法的意图，本来是期望能够能量保守．按
变分法进一步发展的思路，本文提出了运用虚功原

理的连接方案．数值例题验证表明，虚功原理的方
案得到的数值结果能够达到满意的程度．虽然本文
选择的例题只是最简单的波动方程的离散，但其虚

功原理基本思路属于变分法的进一步发展，相信是

广泛适用的．
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