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振型函数拟合方法求解移动荷载作用下连续梁的响应

钱长照　陈得良
（长沙理工大学土木与建筑学院，长沙　４１００７６）

摘要　利用ＡＮＳＹＳ对连续梁桥进行模态分析，得到各阶频率及振型数据．利用ＭＡＴＬＡＢ编制程序对振型函

数数据进行函数拟合，拟合函数采用等截面直梁的振型函数通式，相比样条插值函数和振型函数修正方法，

该方法拟合得到的振型函数更为简单，更加和实际振型吻合，便于工程应用．利用拟合的振型函数，对移动

荷载作用下连续梁的响应进行分析，应用方便，且得到相当好的结果．该方法具有较好的工程应用价值．

关键词　耦合振动，　摄动法，　车辆桥梁系统

引 言

车桥系统振动是一个古老而又复杂难解的课

题，其振动机理在桥梁设计、维护和控制中起着重

要的作用．早在１００多年前，英国铁路桥梁在列车
通过时发生强烈振动而破坏，提出了移动荷载作用

下的车桥耦合振动问题．自此，移动荷载问题引起
了各国学者的关注与广泛性研究［１２］．已有大量关
于移动荷载下桥梁振动的理论研究、数值研究和实

验分析，但迄今为止仍然没有清楚桥梁振动的所有

特征，且大多的理论研究的桥梁模型都是简支梁模

型．
相对于简支梁，连续梁在移动荷载作用下的车

桥耦合振动的最大问题就是在于桥梁振型函数的

确定．多跨连续梁的振型函数还没有统一的解析表
达式，研究从不同的假设出发，提出了各种振型函

数的确定方法来实现问题的求解［３８］．
Ｌｅｅ［３］采用简支梁的振动模态作为假设模态，

将中间点约束看作刚性的线性弹簧约束，利用哈密

顿原理求解了有中间支撑点约束的梁在移动荷载

作用下的动力响应．由于振型函数不能满足中间约
束点的位移，必然会引起误差［４］．Ｚｈａｎｇ［５］和
Ｃｈｅｕｎｇ［６］采用了修正的振型函数作为假设模态，能
满足桥梁两端和中间支撑点的所有零挠度条件．但
是由于获得修正的振型函数还是建立在简支梁的

振动模态上，且计算过程比较繁杂，不利于推广利

用．ＳａａｄｅｇｈｖａｚｉｒｉＭＡ曾经用有限元软件ＡＤＩＮＡ对

移动荷载作用下的桥梁进行响应计算，但是他同时

也指出了用有限元软件处理该类问题在网格划分

和加载处理的不足［７］．基于 ＡＮＳＹＳ对桥梁系统的

模态分析结果，沈火明等［８］进行三次样条插值得到

不单满足梁两端的零挠度边界条件，而且满足梁中

间支撑点处的零挠度条件，能真实反映连续梁的各

阶振型，进而研究了移动荷载作用下等截面连续梁

的响应，得到较为满意的结果．但难以给出振型函
数的显示表达式，所得振型函数不便于重复利用．

本文利用结构摄动理论，从理论上严格证明摄

动方法对耦合方程解耦求解的可行性，用实例分析

验证了求解结果的可靠性．同时由所得摄动方程揭
示了摄动解的本质，为利用 ＡＮＳＹＳ软件求解车桥
耦合振动问题提供了编程思想，算例也表明了该方

法是可行的．拓宽了ＡＮＳＹＳ软件的应用，为工程求
解耦合振动问题提供了一种新的方法．

１　振型拟合

当不计剪切变形和转动惯量，并假定轴向变形

影响可以忽略时，等截面直梁的自由振动方程可直

接写出

ＥＩ
４ｗ（ｘ，ｔ）
ｘ４

＋ρＡ
２ｗ（ｘ，ｔ）
ｔ２

＝０ （１）

其中ＥＩ为梁的截面抗弯刚度，ρ为材料密度，Ａ为
梁截面面积

由分离变量法可令梁弯曲振动挠度函数为：

ｗ（ｘ，ｔ）＝Ｙ（ｘ）Ｔ（ｔ） （２）
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分离变量得

ｄ４Ｙ（ｘ）
ｄｘ４

－λ４Ｙ（ｘ）＝０ （３）

ｄ４Ｔ（ｘ）
ｄｔ２

＋ω４Ｔ（ｔ）＝０ （４）

其中λ与ω存在关系

λ＝ ω
２ｍ
槡ＥＩ

（５）

方程（３）的解可写为
Ｙ（ｘ）＝Ａ１ｓｉｎ（λｘ）＋Ａ２ｃｏｓ（λｘ）＋Ａ３ｓｉｎｈ（λｘ）

＋Ａ４ｃｏｓ（λｘ） （６）
即振型函数，其中 Ａｉ是由边界支撑条件决定的待
定常数．对于简单的支撑条件，如简支梁模型，可以
将边界支撑条件代入方程（６）求解得到．但对于稍
微复杂的桥梁模型，就无法通过直接求解方程得到

待定常数．但在很多工程问题中振型函数的求解是
非常关键的，如移动荷载响应求解、移动荷载识别

及裂纹参数识别等等问题，因此，写出振型函数的

表达式是很有意义的．有限元作为结构计算中重要
的工具，可以很容易的通过模态分析得到振动频率

和振型，但得到振型是由离散的数据点表示的，应

用到其它工程问题存在困难．ＭＡＴＬＡＢ作为工程计
算中重要的计算软件有着强大的处理数据功能，利

用ＭＡＴＬＡＢ对有限元软件得到的数据进行函数模
拟是可行的．本文基于这种思想给出振型模拟的方
法并应用到移动荷载响应求解问题中．

将有限元模型中节点坐标用列向量表示为

Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝
Ｔ （７）

由有限元求得某阶振型对应于各节点处数值

用列向量表示为

Ｙｉ＝｛ｙｉ１，ｙｉ２，…，ｙｉｎ｝
Ｔ （８）

将节点坐标代入向量｛ｓｉｎλｉｘ，ｃｏｓλｉｘ，ｓｉｎｈλｉｘ，
ｃｏｓｈλｉｘ｝后组成矩阵

Ｎｉ＝

ｓｉｎλｉｘ１ ｃｏｓλｉｘ１ ｓｉｎｈλｉｘ１ ｃｏｓｈλｉｘ１
ｓｉｎλｉｘ２ ｃｏｓλｉｘ２ ｓｉｎｈλｉｘ２ ｃｏｓｈλｉｘ２
… … … …

ｓｉｎλｉｘｎ ｃｏｓλｉｘｎ ｓｉｎｈλｉｘｎ ｃｏｓｈλｉｘ













ｎ

（９）
其中λｉ由（５）式得到，利用 ＭＡＴＬＡＢ内部函

数ｌｉｎｅｆｉｔ２（）即可拟合曲线得到
Ａｉ＝｛Ａｉ１，Ａｉ２，Ａｉ３，Ａｉ４｝＝ｌｉｎｅｆｉｔ（Ｘ，Ｙｉ，Ｎｉ）（１０）

考虑到在曲线拟合中拐点会带来较大的偏差，因

此，对于振型拟合采用分段函数得到，由算例中图

１～图３可以看出，拟合得到的曲线与数值点比较
吻合．

图１　第一阶振型曲线

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｆｉｒｓｔｍｏｄａｌ

图２　第二阶振型曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｓｅｃｏｎｄｍｏｄａｌ

图３　第三阶振型曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｉｒｄｍｏｄａｌ

算例：　本文分析文献［５］中三跨连续梁简化模
型，截面尺寸及各跨长度如图４所示．桥梁密度 ρ
＝２４００ｋｇ／ｍ３，杨氏模量为 Ｅ＝３０ＧＰａ．使用 ＡＮＳＹＳ
建模计算得到前三阶频率为 ω１＝３０．０７２，ω２＝４９．
１８１，ω３＝５９．００７．由式（５）计算得 λ１＝０．１５５４９，λ２
＝０．１９２５２８，λ３＝０．２１０８８３，为了使拟合函数较好
的满足中间支撑点的支撑条件，按三跨将振型函数

模拟成三段的分段函数，拟合得到的各阶振型函数

中系数Ａｉ如表１～表３所示．
表１　第一阶振型函数中常数值

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４
０≤ｘ≤１８ －０．００３２８５ ０．０００１０９５ ０．０００２６６０９ －０．０００１１８７８
１８＜ｘ＜４２－０．００５９３１８－０．０００２８３０９－０．０２８６５９ ０．０２８６６４
４２≤ｘ≤６０－０．００３２５９７－０．０００４２１８５ －０．８２９６７ ０．８２９６７

表２　第二阶振型函数中常数值

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４
０≤ｘ≤１８ ０．００５６１７２ １．６２Ｅ－０５ ０．０００１２８５２－１．５７３１Ｅ－０５
１８＜ｘ＜４２０．００２１５０３ ０．００１１９５７ －０．０５８７５６ ０．０５８７５５
４２≤ｘ≤６００．００２９７７８ ０．００４７６３ ５．８６０４ －５．８６０４

４６２
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表３　第三阶振型函数中常数值

Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｔｈｅｔｈｉｒｄｍｏｄａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４
０≤ｘ≤１８ ０．００５０７６８１．４１７５ｅ－００５０．０００１５５４７－１．６１４２ｅ－００５
１８＜ｘ＜４２０．０００１６４０２ ０．００３７８５２ －０．１３７１ ０．１３７１
４２≤ｘ≤６０－０．００５０５６５０．０００４５３２７ －２１．７８３ ２１．７８３

２　移动荷载作用响应求解

ＥＩ
４ｗ
ｘ４
＋μｗｔ

＋
２ｗ
ｘｔ２
＝δ（ｘ－ｖｔ）Ｆ（ｔ） （１１）

其中ｖ为梁上荷载的移动速度（假定为恒量），利用
模态叠加原理，令 ｗ（ｘ，ｔ）＝Ｙｎ（ｘ）Ｔ（ｔ），若 Ｙｎ（ｘ）
为标准正交模态，则可利用模态正交性得振动方程

Ｔ¨ｎ（ｔ）＋２ξｎωｎＴ
·
（ｔ）＋ω２ｎＴｎ（ｔ）＝Ｙｎ（ｖｔ）Ｆ（ｔ）

（１２）
方程（１２）用数值方法或 Ｄｕｈａｍｅｌ积分方法均可求
解，为了验证方法的可靠性，取上面实例中三跨连

续梁模型上作用移动荷载计算，并与 ＡＮＳＹＳ方
法［９］所得结果相比较．由图可以看出拟合振型方法
求解得到的结果与 ＡＮＳＹＳ方法得到结果吻合较
好．

图４　移动荷载作用下的连续梁桥模型

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｂｒｉｄｇｅｕｎｄｅｒｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ

图５　中跨跨中竖向位移－时间历程图

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｍｉｄ－ｓｐａｎ’ｓｍｉｄ－ｐｏｉｎｔ

图６　左边跨跨中位移－时间历程图

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｌｅｆｔｓｐａｎ’ｓｍｉｄ－ｐｏｉｎｔ

图中本文计算结果采用了三阶振型叠加，可以

看出结果相当吻合．实际研究表明，对于中跨跨中

的响应，仅采用一阶振型叠加即可得当近似程度较

高的结果，但对于边跨，则必须采用至少三阶振型

叠加，否则会在荷载不在研究点所在跨移动时产生

较大的误差［８］．

３　结论

本文采用等截面直梁的振型函数通式为拟合

函数，基于 ＡＮＳＹＳ对连续梁桥进行模态分析所得
到的各阶频率及各阶振型数据，利用 ＭＡＴＬＡＢ编
制程序对振型函数数据进行函数拟合．利用拟合的
振型函数，对移动荷载作用下连续梁的响应进行分

析，应用方便，且得到相当好的结果．该方法具有一
定的工程应用价值和意义：

（１）相比样条插值函数法，该方法得到函数表
达式形式更加简单，应用更加方便；相比振型函数

修正方法，该方法拟合得到的振型函数和实际振型

吻合．
（２）对于多跨连续梁问题依然可以应用，只是

对于更多跨的连续梁振型拟合函数需要更多的分

段．
（３）得到的振型函数在应用到移动荷载作用

下连续梁响应问题相当方便．为了比较效果，观察
其可靠性，本文仅对数值不变的移动荷载进行了分

析，实际上可以对有车辆模型的车桥耦合振动响应

进行分析，将在其他文中论述．
总之，本文的主要创新之处和意义就在于得到

了形式更加简单应用更加方便的振型函数，拓宽了

移动荷载作用下连续梁响应的求解方法．
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