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变速移动弹簧阻尼质量系统作用下梁的动态响应
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摘要　为了分析移动载荷作用下梁的动态响应问题，建立了移动振动质量系统作用下梁的动力学模型，推

导出带有附加矩阵和附加向量的时变动力学耦合方程，并整理成便于数值求解的二阶微分方程组，通过与

移动力模型和移动质量模型的比较，验证了这一方法的可行性，在算例中比较了移动载荷不同运动情况下

梁的挠度、弯矩和剪力动载系数．
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引 言

移动质量作用下梁的动力学问题在工程实践

中有广泛的应用，例如列车桥梁系统的振动、桁车

与导轨的振动、火炮后座等问题．长期以来国内外
学者在该领域进行了大量的工作，移动力模型虽然

相对简单，但是可以得到解析解，一直是研究的热

点，Ｈｉｌａｌ［１］建立了移动力模型，通过振型叠加法求
解；Ｆｒｙｂａ［２］主要通过积分变换法对移动力模型进
行分析了影响梁的挠度动态响应系数的主要因素；

陈伟球等［３］提出了回传射线矩阵法，用于分析此类

结构振动问题．相对于移动力模型来说，移动质量
模型考虑到了移动载荷与梁的相互作用关系，但是

由于模型的复杂性，数值方法被广泛的采用，

Ｗｕ［４］、Ｒｉｅｋｅｒ［５］和汪小超等［６］通过有限元法对建

立的移动质量模型进行了求解．移动的振动质量系
统较前两种模型更为精确，彭献等［７］通过振型叠加

法进行求解；盛国刚等［８］通过振型叠加法对多个移

动的振动质量系统作用下梁的临界速度和弯矩剪

力的动态响应进行了分析；Ｏｕｙａｎｇ等［９］提出了综

合了有限元法与振型叠加法的数值－解析法，并对
移动的振动质量与梁分离和再接触的现象进行了

讨论．模态叠加法虽然可以得到耦合系统的解析
解，计算量也不大，但是只局限于对简支梁、悬臂梁

等简单边界条件的梁进行分析，对于处理一般边界

条件的梁时，由于很难得到梁解析的振型表达式，

不便于使用模态叠加法．

本文结合有限元法，分析了变速运动的移动振

动质量系统作用在梁上的动力响应问题，建立了移

动弹簧－阻尼－质量系统作用下梁的动力学模型，
对不同运动状态的移动振动质量系统作用下梁的动

力响应进行了数值模拟，与移动力模型和移动质量

模型进行了比较，并在算例中给出了弯矩和剪力的

响应曲线．本文所述的方法与模态叠加法相比，在计
算速度上虽没有优势，但是能够对具有一般边界条

件的梁以及由梁、杆组成的平面结构进行分析．

１　移动振动质量系统作用在梁上的动力学
模型

如图１所示，移动质量 Ｍ通过弹簧阻尼系统
与梁相互作用，梁所受到的载荷表示为：

图１　移动弹簧－阻尼－质量系统作用下的简支梁

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍｕｎｄｅｒａｍｏｖｉｎｇｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ｆ（ｘ，ｔ）＝δ（ｘ－ｓ（ｔ））｛珋ｋ［ｚ（ｔ）－ｕ（ｘ，ｔ）｜ｘ＝ｓ（ｔ）］＋

　珋ｃｚ－ｄｕ（ｘ，ｔ）ｄｔ ｘ＝ｓ（ｔ
[ ]

）

｝＋ｍｇ （１）

其中δ为Ｄｉｒａｃ函数，ｓ（ｔ）是移动质量的运动规律，
ｚ（ｔ）为质量块的竖向位移，ｕ（ｘ，ｔ）表示梁上ｘ位置
处在ｔ时刻的挠度，括号中两项为弹簧阻尼系统的
作用力，ｍ为梁的线密度，ｍｇ表示梁的自重．
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质量块Ｍ上的平衡方程为：

Ｍｚ̈（ｔ）＋珋ｃｚ（ｔ）－ｄｕ（ｘ，ｔ）ｄｔ ｘ＝ｓ（ｔ
[ ]

）

＋珋ｋ［ｚ（ｔ）－

　ｕ（ｘ，ｔ）｜ｘ＝ｓ（ｔ）］＝Ｍｇ （２）
采用二节点 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值函数 Ｎｉ（ξ），ｉ＝１－

４，对Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁单元建立平面梁的有限元
动力学方程，单元的自由度向量为｛ｗ｝＝｛ｕ１　θ１
　ｕ２　θ２｝

Ｔ（其中ｕｉ，θｉ（ｉ＝１，２）分别为节点上的挠
度和转角）．按照虚功等效原理，移动质量运动到第
ｉ个单元上时，此单元的外载荷向量为：

｛Ｆ｝ｅｉ ＝∫
ｌ

０
ｆ（ｘ，ｔ）［Ｎ］Ｔｄｘ＝珋ｋ［Ｎ］Ｔｚ（ｔ）－

　珋ｋ［Ｎ］Ｔ［Ｎ］｛ｗ｝ｉ＋珋ｃ［Ｎ］
Ｔｚ（ｔ）－

　珋ｃ［Ｎ］Ｔ［Ｎ］｛ｗ｝ｉ－珋ｃｓ（ｔ）［Ｎ］
Ｔｄ［Ｎ］
ｄｓ｛ｗ｝ｉ＋

　∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｇ［Ｎ］Ｔｄｘ （３）

ｓ（ｔ）表示移动载荷位移关于时间的导数，即移动载
荷的速度．
移动载荷没有直接作用的单元只受到梁的自重，即

｛Ｆ｝ｅｉ ＝∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｇ［Ｎ］Ｔｄｘ．

质量块Ｍ上的平衡方程经整理得：
Ｍｚ̈（ｔ）＋珋ｃｚ（ｔ）＋珋ｋｚ（ｔ）＝Ｍｇ＋珋ｋ［Ｎ］ｉ｛ｗ｝ｉ

＋珋ｃ［Ｎ］ｉ｛ｗ｝ｉ＋珋ｃｓ（ｔ）
ｄ［Ｎ］
ｄｓ｛ｗ｝ｉ （４）

２　移动振动质量系统作用下梁的动力学方
程

为了便于数值求解，综合式（３）和（４），建立系
统的动力学方程形式为：

［Ｍ
～
］｛̈ｐ｝＋［Ｃ

～
］｛ｐ｝＋［Ｋ

～
］｛ｐ｝＝｛Ｆ

～
｝ （５）

｛ｐ｝＝｛｛ｗ｝Ｔ，ｚ｝Ｔ是系统的自由度向量，与梁
单元节点的自由度向量｛ｗ｝相比，多了一个自由
度，即质量块的竖向位移 ｚ．式（５）中的所有系数矩
阵也比梁自由振动方程的系数矩阵多了一维．
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其中［Ｃ
－
］和［Ｋ

－
］分别为梁单元的附加阻尼矩

阵和附加刚度矩阵，｛ｃ→１｝，｛ｃ
→
２｝和｛ｋ

→
１｝，｛ｋ

→
２｝为附

加阻尼向量和附加刚度向量，只与移动载荷直接作

用的单元节点自由度有关，其他单元的附加矩阵和

附加向量为零．移动质量直接作用单元自由度对应
的附加矩阵和附加向量形式为：

［Ｃ
－
］ｅ＝珋ｃ［Ｎ］Ｔ［Ｎ］，

［Ｋ
－
］ｅ＝珋ｋ［Ｎ］Ｔ［Ｎ］＋珋ｃｓ（ｔ）［Ｎ］Ｔｄ［Ｎ］ｄｓ （７）

｛ｃ→１｝
ｅ＝｛ｃ→２｝

ｅ＝－珋ｃ［Ｎ］Ｔ，

｛ｋ→１｝
ｅ＝－珋ｋ［Ｎ］－珋ｃｓ（ｔ）ｄ［Ｎ］

Ｔ

ｄｓ ，

｛ｋ→２｝
ｅ＝－珋ｋ［Ｎ］Ｔ （８）

载荷向量｛Ｆ
～
｝＝｛｛Ｆ｝Ｔ，Ｍｇ｝Ｔ，｛Ｆ｝为只计算

梁自重的载荷向量，｛Ｆ
～
｝比｛Ｆ｝多了一个元素，即

移动质量的重力Ｍｇ．

３　数值计算算例

算例１：如图１所示，不计摩擦影响，梁的长度
为 Ｌ＝１ｍ，截面形状为 １ｃｍ×１ｃｍ，密度 ρ＝
１００００ｋｇ／ｍ，弹性模量Ｅ＝３３０．２９３ＧＰａ，移动质量为
Ｍ ＝１．２ｋｇ，以１０ｍ／ｓ的匀速作用在等截面的简支
梁上．此算例与文献［４］相比只有梁的长度不同，
其他参数相同．振动质量系统的刚度取１Ｅ８Ｎ／ｍｍ，
不计阻尼效应．

图２　简支梁跨中位置处的无量纲挠度响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎａｔｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍ

ｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ

将简支梁划分５０个网格，共５１个节点，按照
第２节所述方法建模，利用Ｎｅｗｍａｒｋ法编写Ｃ＋＋
程序求解，得到简直梁跨中位置处的无量纲挠度响

５５２
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应曲线如图２所示．
图 ２中比较了通过移动力模型 （Ｍｏｖｉｎｇ

Ｆｏｒｃｅ）、移动质量模型（ＭｏｖｉｎｇＭａｓｓ）和移动振动质
量系统模型（ＭｏｖｉｎｇＯｓｃｉｌｌａｔｏｒ）得到的简支梁跨中
挠度响应曲线，可以看出移动质量模型和移动振动

质量系统模型的结果比较接近，但是移动力模型与

这两种模型相比，相差较大，其相对误差是１６％，
这主要是因为移动力模型没有考虑移动载荷的惯

性对梁动态响应的影响．
算例２：使用与算例１相同的简支梁和移动振

动质量系统，只改变移动质量的运动状态，按照图

３中（ｂ）和（ｃ）所示的匀加速和匀减速运动状态，移
动载荷的最大速度为Ｖｍａｘ＝１０ｍ／ｓ．

图３　移动载荷的运动规律

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｏｖｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｌｏａｄｓ

简支梁跨中位置处挠度、弯矩和剪力的响应曲

线，如图４－６所示，表１比较了在移动载荷不同运动
情况下，挠度、弯矩和剪力的动载系数．这里的动载系
数是动态响应的最大值与相同质量的载荷静止作用

在简支梁跨中位置时梁上最大静态响应的比值．
移动载荷在加速和减速运动情况下，梁的动态

响应与匀速运动的情况存在明显的差别，加速运动

的移动载荷作用下，梁的响应曲线沿时间轴向后偏

移，而减速运动的情况下，响应曲线沿时间轴向前

偏移，另外，通过表１对结果的比较，在移动载荷各
种运动情况下，挠度动载系数最大，弯矩动载系数

次之，剪力动载系数最小，同时在移动载荷匀速运

动的情况下挠度、弯矩和剪力的动载系数较大．

表１　简支梁跨中位置的挠度动载系数、弯矩动载系数

和剪力动载系数比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｄｙｎａｍｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ，ｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔ

ａｎｄｓｈｅａｒｉｎｇｆｏｒｃｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｖｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

Ｄｙｎａｍｉｃ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｏｆｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

Ｄｙｎａｍｉｃ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆ
ｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔ

Ｄｙｎａｍｉｃ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆ
ｓｈｅａｒｉｎｇｆｏｒｃｅ

ＵｎｉｆｏｒｍｅｄＭｏｔｉｏｎ １．９２ １．７９ １．４７
ＡｃｃｅｌｅｒａｔｅｄＭｏｔｉｏｎ １．６６ １．５４ １．１２
ＤｅｃｅｌｅｒａｔｅｄＭｏｔｉｏｎ １．７８ １．６１ １．１４

图４　简支梁跨中位置处的挠度响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎａｔｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｕｎｄｅｒ

ｕｎｉｆｏｒｍｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ

图５　简支梁跨中位置处的弯矩响应曲线

Ｆｉｇ．５　Ｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔａｔｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍ

ｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ

图６　简支梁跨中位置处的剪力响应曲线

Ｆｉｇ．６　Ｓｈｅａｒｉｎｇｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｕｎｄｅｒ

ｕｎｉｆｏｒｍｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ

４　结论

为了分析移动载荷作用下梁的动态响应问题，

建立了移动振动质量系统作用下梁的动力学模型，

结合有限元法推导出了含有附加矩阵、附加向量的

时变动力学方程，并整理得到便于数值求解的二阶

微分方程组，经过算例计算，验证了这一方法与现

有模型的一致性．讨论了梁的应力动态响应问题，
在算例中比较了移动载荷不同运动情况下挠度、弯

矩和剪力的动载系数，挠度动载系数相对较大，移

６５２
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动载荷匀速运动的情况下动载系数也相对较大．
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