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一个五维受控混沌系统的动力学行为

韩峰　唐驾时
（湖南大学机械与运载工程学院，长沙　４１００８２）

摘要　用状态反馈的方法对Ｌü系统的混沌运动进行控制，在 Ｌü系统中增加两个新的状态变量，获得了一

个五维的受控混沌系统，该系统有复杂的动力学行为．计算了系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、功率谱和相轨迹．数值

模拟表明：通过改变控制参数，可以将系统的周期运动改变为混沌运动、混沌运动改变为周期运动．

关键词　五维混沌系统，　Ｌü吸引子，　控制，　混沌运动，　周期运动

引 言

在Ｌｏｒｅｎｚ系统族中，Ｌｏｒｅｎｚ系统和 Ｃｈｅｎ系统
都是三维、有两个二次非线性项、自治的连续系统，

它们有类似的结构但不拓扑等价．Ｌü系统是从
Ｌｏｒｅｎｚ系统到Ｃｈｅｎ系统的过渡［１，２］．在研究 Ｌü系
统的控制过程中，Ｃｈｅｎ［３］等人用状态反馈方法，在
Ｌü系统中增加一个新的状态变量，获得了一个超
混沌系统．文献［４］对两个恒同的超混沌Ｌü系统，
在全局范围内分别给出了它们在线性耦合和非线

性耦合情形下实现同步的充分条件，并给出了理论

上的证明．超混沌系统、混沌控制与同步的研究［５８］

已成为非线性动力学［９，１３］的一个重要的领域。基

于Ｌü吸引子，本文用状态反馈的方法对Ｌü系统的
混沌运动进行控制，在 Ｌü系统中增加两个新的状
态变量，获得了一个五维的受控混沌系统．通过改
变控制参数，可以计算出系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，用
数值模拟的方法将系统的周期运动改变为混沌运

动、混沌运动改变为周期运动．

１　一个基于吕吸引子的五维控制系统

Ｌü系统［１，２］可以用下面的三维自治微分方程

表示

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝－ｘｚ＋ｃｙ{
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ

（１）

其中ｘ、ｙ、ｚ为状态变量，ａ、ｂ、ｃ是正的实数．当ａ＝
３６，ｂ＝３和ｃ＝２０时，Ｌü系统有一个典型的混沌吸

引子．用状态反馈方法，在 Ｌü系统中增加一个新
的状态变量，可获得一个超混沌系统［３］．基于这个
思想，我们对Ｌü系统进行控制，即在 Ｌü系统增加
两个状态控制器，这样得到了一个五维混沌控制系

统如下

ｘ＝－３６ｘ＋３６ｙ＋ｕ
ｙ＝－ｘｚ＋２０ｙ＋ｖ
ｚ＝ｘｙ－３ｚ
ｕ＝－ｘｙ＋ｋ１ｕ

ｖ＝－ｙｚ＋ｋ２













ｖ

（２）

其中 ｕ、ｖ表示增加的状态变量，ｋ１、ｋ２是控制增
益．系统（２）也可以视为一个独立的五维混沌系
统，其非线性均为二次．五维混沌系统尚不多见，
它同样有复杂的动力学行为．

２　五维受控系统的混沌运动

五维控制系统（２）有复杂的动力学行为，通过
改变控制参数，系统可由作混沌运动改变为周期运

动．
令ｋ１＝－１，当ｋ２＝－２时，计算得到系统（２）

的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为
λ１＝１．２７６９５，λ２＝０，λ３＝－０．９８４１６，
λ４＝－２．５９６８６，λ５＝－１９．６９７３８

系统（２）有一个正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，这个五维系统
是一个混沌系统．

系统有三个平衡点

Ｏ（０，０，０，０，０），
Ｐ１（６．１１９２，７．３７２３，１５，０３７３，－４５．１１２０，－
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５５．４２９６）
Ｐ２（－６．４９２０，－５．５００２，１１．９０２４，－３５．７０７２，

３２．７３２５）
很明显，平衡点Ｐ１和Ｐ２不关于任何一个坐标轴对
称．

系统（２）的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ＝

－３６ ３６ ０ １ ０
－ｚ ２０ －ｘ ０ １
ｙ ｘ －３ ０ ０
－ｙ －ｘ ０ ｋ１ ０

０ －ｚ －ｙ ０ ｋ















２

（３）

为求得系统的特征值，令

｜λＩ－Ｊ｜＝０ （４）
对应平衡点 Ｏ的特征值是 －３６，－３，－２，

－１，２０，最后一个特征值是正数，因此，平衡点 Ｏ
是一个不稳定的鞍点．对应平衡点 Ｐ１的特征值是
－２５．７５８１，－３．１７１３，－０．９５９０，３．９４４２＋９．
９４８９ｉ，３．９４４２－９．９４８９ｉ，后两个复特征值有正的
实部，平衡点 Ｐ１是一个不稳定的平衡点．对应平
衡点 Ｐ２的特征值是 －２８．７６１８，－２．８８２８，－１．
０４４６，５．３４４６＋８．３０１８ｉ，５．３４４６－８．３０１８ｉ，后两个
复特征值有正的实部，平衡点 Ｐ２也是一个不稳定
的平衡点．

图１　（ａ）ｘ－ｙ，（ｂ）ｘ－ｚ，（ｃ）ｙ－ｚ，（ｄ）ｕ－ｖ

相图表示的奇怪吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒａｎｇｅａｔｔｒａｃｔｏｒｓｉｎ（ａ）ｘ－ｙ，（ｂ）ｘ－ｚ，

（ｃ）ｙ－ｚ，（ｄ）ｕ－ｖｐｈａｓｅｐｌａｎｅｓ

由参数ｋ２控制的系统（２）的相轨迹图如图１
所示，它的功率谱图如图２所示．很明显，这个非
线性系统作混沌运动，有一个奇怪吸引子．

图２　当ｋ２＝－２时的功率谱

Ｆｉｇ．２　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｋ２＝－２

３　五维受控系统的周期运动

仍令ｋ１＝－１，当 ｋ２＝－４时，计算得到系统

（２）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λ１＝０，λ２＝－０．４７５０，λ３＝－０．４８５４５，λ４＝－
３．５３４５４，λ５＝－１９．５０７６１
系统（２）没有正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，这个五维系统不
是一个混沌系统．

系统（２）在 ｘ－ｙ，ｘ－ｚ，ｙ－ｚ平面的相轨线如
图３所示，时间历程波形如图４所示，功率谱如图５
所示．随着控制参数ｋ２的改变，系统从混沌运动变
为周期运动．

图３　当ｋ２＝－４时，（ａ）ｘ－ｙ，（ｂ）ｘ－ｚ，（ｃ）ｙ－ｚ，（ｄ）ｕ－ｖ

周期相轨线

Ｆｉｇ．３　Ｗｈｅｎｋ２＝－４ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓｉｎ（ａ）ｘ－ｙ，

（ｂ）ｘ－ｚ，（ｃ）ｙ－ｚｐｈａｓｅｐｌａｎｅｓ

随着控制参数 ｋ２的改变，系统的动力学行为
也发生变化．当 ｋ２＝－５时，系统（２）的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数为

λ１＝０，λ２＝－０．８１０９７，λ３＝－２．３７１９６，

λ４＝－４．２５６１６，λ２＝－１７．５６１０９

１５２
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图４　（ａ）ｘ（ｔ），（ｂ）ｙ（ｔ），（ｃ）ｚ（ｔ）时间历程图

Ｆｉｇ．４　Ｗａｖｅｆｏｒｍ（ａ）ｘ（ｔ），（ｂ）ｙ（ｔ），（ｃ）ｚ（ｔ）

图５　当ｋ２＝－４时的功率谱

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｋ２＝－４

系统（２）的运动仍然为周期运动，其在 ｘ－ｙ，ｘ
－ｚ，ｙ－ｚ平面的相轨线如图６所示．

图６　当ｋ２＝－５时，（ａ）ｘ－ｙ，（ｂ）ｘ－ｚ，

（ｃ）ｙ－ｚ，（ｄ）ｕ－ｖ周期相轨线

Ｆｉｇ．６　Ｗｈｅｎｋ２＝－５ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓｉｎ（ａ）ｘ－ｙ，

（ｂ）ｘ－ｚ，（ｃ）ｙ－ｚｐｈａｓｅｐｌａｎｅｓ

当ｋ２＝－０．５时，系统（２）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λ１＝－０．０００９７，λ２＝－２６２１５，

λ３＝－０．２６２４７，λ４＝－０．９６９２９，

λ５＝－１９．００４８２

系统（２）的运动变为周期１运动，其在ｘ－ｙ，ｘ－ｚ，ｙ
－ｚ平面的相轨线如图７所示．

图７　当ｋ２＝－０．５时，（ａ）ｘ－ｙ，（ｂ）ｘ－ｚ，

（ｃ）ｙ－ｚ，（ｄ）ｕ－ｖ周期相轨线

Ｆｉｇ．７　Ｗｈｅｎｋ２＝－０．５ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔｓｉｎ（ａ）ｘ－ｙ，

（ｂ）ｘ－ｚ，（ｃ）ｙ－ｚｐｈａｓｅｐｌａｎｅｓ

数值模拟很清楚地表明，随着控制参数 ｋ２的
改变，系统（２）从周期运动变为混沌运动，从混沌
运动变为周期运动．通过精确计算可以找到系统作
周期运动和混沌运动的控制参数ｋ２的范围．

４　结论

基于Ｌü吸引子构造了一个五维混沌系统，在
增加的两个新的状态变量方程中，固定一个方程的

控制参数不变，通过改变另一个方程的控制参数，

系统的运动由周期运动变为混沌运动，再从混沌运

动变为周期运动．控制参数另外选择也能达到同
样的效果．
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