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含有界随机参数的ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的混沌同步研究

林艳艳　马少娟　张春雨
（北方民族大学信息与计算科学学院，银川　７５００２１）

摘要　主要讨论了含有界随机参数的随机系统的主从同步问题．首先用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近法将随机

Ｇｅｎｅｓｉｏ－Ｔｅｓｉ系统化简为与其等价的确定性系统，然后基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和 ＬＭＩ技术，一系列的简

单的控制策略被施加到从系统，从而使得两个具有不同初值的随机 Ｇｅｎｅｓｉｏ－Ｔｅｓｉ系统达到了同步；文章最

后给出了数值模拟，说明了这种同步方案的有效性．

关键词　随机ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统，　随机参数，　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近法，　主从同步，　ＬＭＩ

引 言

自从发现混沌同步现象以来［１］，人们对各种混

沌同步现象的研究产生了浓厚的兴趣．由于混沌系
统对初始状态的敏感依赖，即两个系统的初始条件

有一微小差异时，其轨道在同一相空间中的差异会

变得越来越大，最后会变得完全分道扬镳了．混沌信
号的隐蔽性、不可预测性、高复杂性和易于实现等特

性都特别适合于通信、工程、经济等领域．因此混沌
同步的研究引起了各领域学者的浓厚兴趣并取得了

重大发展，由此产生了很多混沌同步的方法［２３］，这

些方法都已成功地应用于混沌同步现象的研究中．
早、中期的混沌同步都是在确定性模型下进行

的，然而在自然界中存在着诸多的不确定元素，确

定性模型已经不能很精确地描述系统．所以越来越
多的人开始从事非线性随机动力学的研究［４６］．随
机动力学的研究主要针对三个方面：随机激励下的

确定性动力系统、具有随机参数的动力系统（随机

结构动力系统）和随机激励下具有随机参数的动力

系统．在随机结构动力系统分析中，所用的数值方
法主要有三种：ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数值模拟法［７］；随机摄

动法［８］；正交多项式逼近法．其中正交多项式逼近
法，由Ｓｐａｎｏｓ和 Ｇｈａｎｅｍ［９］，Ｊｅｎｓｅｎ和 Ｉｗａｎ［１０］相继
提出，后来又得到了Ｌｉ［１１］进一步发展．这种方法不
像ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法那样计算量很大，也不像随机
摄动法要求变异参数是一个小量，所以这种方法很

实用．近几年来，这种方法在含随机参数系统的分

岔和混沌的研究中得到了很大应用［１２１３］，而关于含

随机参数系统的同步研究，成果还很少．
本文针对物理学中的随机ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统，利

用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论对该系统提出了一种同步
方案并借助线性矩阵不等式技术（ＬＭＩ）给出了结
果．首先借助Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式将随机参数系统约化
成与其等价的确定性系统，然后通过该等价确定性

系统，利用ＬＭＩ技术使得具有不同初值的随机Ｇｅｎ
ｅｓｉｏＴｅｓｉ系统实现了同步并给出了数值模拟．

１　随机ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的等价确定性系统

考虑含有界随机参数的ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统
ｘ＝ｙ
ｙ＝ｚ

ｚ＝ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＋ｘ
{ ２

（１）

其中ｂ，ｃ为负的确定性参数，ａ为随机参数，可以表示成
ａ＝珔ａ＋δｕ （２）

其中珔ａ为随机参数 ａ的均值，ｕ是定义在［－１，１］
上的服从拱形分布的随机变量，δ为随机参数的强
度．此时，系统的响应可表示为时间ｔ和ｕ的函数ｘ
＝ｘ（ｔ，ｕ），ｙ＝ｙ（ｔ，ｕ），ｚ＝ｚ（ｔ，ｕ）．根据正交多项式
逼近法［１４］，系统响应可以写成下列形式

ｘ（ｔ，ｕ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

ｙ（ｔ，ｕ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

ｚ（ｔ，ｕ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ










）

（３）
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其中 Ｕｉ（ｕ）代表了第二类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式．如果
Ｎ→０时，方程组（３）在均方收敛的意义下与原非线
性随机系统等价．在以下的数值分析中，为了方便
计算，取Ｎ＝３，则

ｘ（ｔ，ｕ）＝∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

ｙ（ｔ，ｕ）＝∑
３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

ｚ（ｔ，ｕ）＝∑
３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ










）

（４）

将式（２）和式（４）代入式（１），我们得到

∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝∑

３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

∑
３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝∑

３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

∑
３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝珔ａ∑

３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＋

　δｕ∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＋ｂ∑

３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＋

　ｃ∑
３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＋ ∑

３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ( )）

















２

（５）

对于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式，经推导有
　Ｕ２０（ｕ）＝Ｕ０（ｕ）　Ｕ

２
１（ｕ）＝Ｕ０（ｕ）＋Ｕ２（ｕ）　… （６）

将上式代入式（５）中，其中 Ｕｉ（ｕ）的二次乘积

可以化为相应单个正交多项式 Ｕｉ（ｕ）的线性组合，
则式（５）中第三个等式的最后一项可以化简为

（∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ））

２＝∑
６

ｉ＝０
Ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ） （７）

根据文［１４］中 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的递推关系，式
（５）中第三个等式的第二项可以化简为

δｕ∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝δ∑

３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）ｕＵｉ（ｕ）＝

　１２δ∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）（Ｕｉ＋１（ｕ）＋Ｕｉ－１（ｕ））＝

　１２δ∑
３

ｉ＝０
Ｕｉ（ｕ）（ｘｉ＋１（ｔ）＋ｘｉ－１（ｔ）） （８）

该式中ｘ－１和ｘ４设为零．将式（７）和（８）代入式（５）
我们得到

　

∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝∑

３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

∑
３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝∑

３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）

∑
３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＝珔ａ∑

３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＋

　１２δ∑
３

ｉ＝０
（ｘｉ＋１（ｔ）＋ｘｉ－１（ｔ））Ｕｉ（ｕ）＋ｂ∑

３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）×

　Ｕｉ（ｕ）＋ｃ∑
３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ）＋∑

６

ｉ＝０
Ｘｉ（ｔ）Ｕｉ（ｕ

















）

（９）

将式（９）两边依次同乘Ｕｉ（ｕ）（ｉ＝０…３），并关于随
机变量取期望，由Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的正交性可得

ｘ０＝ｙ０
ｙ０＝ｚ０

ｚ０＝珔ａｘ０＋ｂｙ０＋ｃｚ０＋
１
２δｘ１＋Ｘ０

ｘ１＝ｙ１
ｙ１＝ｚ１

ｚ１＝珔ａｘ１＋ｂｙ１＋ｃｚ１＋
１
２δ（ｘ０＋ｘ２）＋Ｘ１

……

ｘ３＝ｙ３
ｙ３＝ｚ３

ｚ３＝珔ａｘ３＋ｂｙ３＋ｃｚ３＋
１
２δｘ２＋Ｘ

























３

（１０）

这样我们就通过 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近把随机
ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统化简成为与其等价的确定性系
统．

２　两个随机ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的同步

由上一节我们得到了随机ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的
等价确定性系统，这样随机系统的同步问题就转化

为其等价确定性系统的同步问题．通过分析该等价
确定性系统的动力学行为，我们可知，当 珔ａ＝－６，ｂ
＝－２．９２，ｃ＝－１．２，δ∈［０，０．２］时，随机 Ｇｅｎｅｓｉｏ
Ｔｅｓｉ系统出现混沌现象，即当两个 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系
统初值不同时，其动力学行为会有很大分歧．

我们下面的任务是设计合理有效的方案，使得

两个系统实现混沌同步．由式（１０）我们定义系统
同步中的主系统（ｔｈｅｍａｓｔｅｒｓｙｓｔｅｍ）和从系统（ｔｈｅ
ｓｌａｖｅｓｙｓｔｅｍ）分别为

ｘｍ０＝ｙｍ０
ｙｍ０＝ｚｍ０

ｚｍ０＝珔ａｘｍ０＋ｂｙｍ０＋ｃｚｍ０＋
１
２δｘｍ１＋Ｘｍ０

……

ｘｍ３＝ｙｍ３
ｙｍ３＝ｚｍ３

ｚｍ３＝珔ａｘｍ３＋ｂｙｍ３＋ｃｚｍ３＋
１
２δｘｍ２＋Ｘｍ

















 ３

（１１）

和

６４２
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ｘｓ０＝ｙｓ０
ｙｓ０＝ｚｓ０

ｚｓ０＝珔ａｘｓ０＋ｂｙｓ０＋ｃｚｓ０＋
１
２δｘｓ１＋Ｘｓ０

……

ｘｓ３＝ｙｓ３
ｙｓ３＝ｚｓ３

ｚｓ３＝珔ａｘｓ３＋ｂｙｓ３＋ｃｚｓ３＋
１
２δｘｓ２＋Ｘｓ

















 ３

（１２）

式（１１）和（１２）中的下标ｍ、ｓ分别代表了主系统和

从系统，ｕｉ（ｉ＝１…４）为使得主从系统同步的控制器．

我们定义主从系统的误差为ｅ１＝ｘｓ０－ｘｍ０，ｅ２＝

ｙｓ０－ｙｍ０，…ｅ１２＝ｚｓ３－ｚｍ３，则根据式（１１）和式（１２），

误差系统可以表示为

ｅ１＝ｅ２
ｅ２＝ｅ３

ｅ３＝珔ａｅ１＋ｂｅ２＋ｃｅ３＋
１
２δｅ４＋ｅ１（ｘｓ０＋ｘｍ０）＋

　ｅ４（ｘｓ１＋ｘｍ１）＋ｅ７（ｘｓ２＋ｘｍ２）＋ｅ１０（ｘｓ３＋ｘｍ３）＋ｕ１
ｅ４＝ｅ５
ｅ５＝ｅ６

ｅ６＝珔ａｅ４＋ｂｅ５＋ｃｅ６＋
１
２δ（ｅ１＋ｅ７）＋２ｘｓ０ｅ４＋

　２ｘｍ１ｅ１＋２ｘｓ１ｅ７＋２ｘｍ２ｅ４＋２ｘｓ２ｅ１０＋２ｘｍ３ｅ７＋ｕ２
ｅ７＝ｅ８
ｅ８＝ｅ９

ｅ９＝珔ａｅ７＋ｂｅ８＋ｃｅ９＋
１
２δ（ｅ４＋ｅ１０）＋ｅ４（ｘｓ１＋ｘｍ１）＋

　ｅ７（ｘｓ２＋ｘｍ２）＋ｅ１０（ｘｓ３＋ｘｍ３）＋２ｘｓ０ｅ７＋２ｘｍ２ｅ１＋

　２ｘｓ１ｅ１０＋２ｘｍ３ｅ４＋ｕ３
ｅ１０＝ｅ１１
ｅ１１＝ｅ１２

ｅ１２＝珔ａｅ１０＋ｂｅ１１＋ｃｅ１２＋
１
２δｅ７＋２ｘｓ０ｅ１０＋

　２ｘｍ３ｅ１＋２ｘｓ１ｅ７＋２ｘｍ２ｅ４＋２ｘｍ２ｅ１０＋２ｘｍ３ｅ７＋ｕ







































４

（１３）

在这里，设定控制器为

ｕ１＝－ｋ１ｅ１－ｋ１ｅ２－ｋ３ｅ３
ｕ２＝－ｋ４ｅ４－ｋ５ｅ５－ｋ６ｅ６
ｕ３＝－ｋ７ｅ７－ｋ８ｅ８－ｋ９ｅ９
ｕ４＝－ｋ１０ｅ１０－ｋ１１ｅ１１－ｋ１２ｅ










１２

（１４）

并构造系统（１３）李雅普诺夫函数如下：
Ｖ＝ｌ１ｅ

２
１＋ｌ２ｅ

２
２＋ｌ３ｅ

３
３＋…＋ｌ１１ｅ

２
１１＋ｌ１２ｅ

２
１２ （１５）

上式中的ｌｉ＞０（ｉ＝１…１２），则有

　Ｖ
·

＝２ｌ１ｅ１ｅ１＋２ｌ２ｅ２ｅ２＋２ｌ３ｅ３ｅ３＋…＋２ｌ１２ｅ１２ｅ１２（１６）
将误差系统（１３）和控制器（１４）代入式（１６），得

Ｖ
·

＝２ｌ１ｅ１ｅ２＋２ｌ３（ｘｓ０＋ｘｍ０＋珋ａ－ｋ１）ｅ１ｅ３＋ｌ６（δ＋４ｘｍ１）ｅ１ｅ６＋
４ｌ９ｘｓ２ｅ１ｅ９＋４ｌ１２ｘｍ３ｅ１ｅ１２＋…＋２ｌ１２（ｃ－ｋ１２）ｅ

２
１２≤

２ｌ１｜ｅ１｜｜ｅ２｜＋２ｌ３（｜ｘｓ０｜＋｜ｘｍ０｜＋珋ａ－ｋ１）｜ｅ１｜｜ｅ３｜＋（δ＋
４｜ｘｍ１｜）ｌ６｜ｅ１｜｜ｅ６｜＋４ｌ９｜ｘｓ２｜｜ｅ１｜｜ｅ９｜＋４ｌ１２｜ｘｍ３｜｜ｅ１×
｜｜ｅ１２｜＋…＋２ｌ１２（ｃ－ｋ１２）｜ｅ１２｜

２≤２ｌ１｜ｅ１｜｜ｅ２｜＋
２ｌ３（２｜ｘ０｜＋珋ａ－ｋ１）｜ｅ１｜｜ｅ３｜＋ｌ６（δ＋４｜ｘ１｜）｜ｅ１｜｜ｅ６｜＋
４ｌ９｜ｘ２｜｜ｅ１｜｜ｅ９｜＋４ｌ１２｜ｘ３｜｜ｅ１｜｜ｅ１２｜＋…＋２ｌ１２（ｃ－
ｋ１２）｜ｅ１２｜

２＝ｅＴＡｅ （１７）
这里ｘｉ（ｉ＝０…３）分别为｜ｘｍｉ｜和｜ｘｓｉ｜的上界，ｅ＝（｜
ｅ１｜，｜ｅ２｜，｜ｅ３｜，…，｜ｅ１２｜）

Ｔ

Ａ＝

ａ１，１ ａ１，２ … ａ１，１２
 ａ２，２ … ａ２，１２
… … … …

  … ａ１２，













１２

（１８）

Ａ是式（１７）放大后的二次型所对应的二次型矩阵，
它是一个对称矩阵，其中是其对称项．

为了保证系统（１１）和系统（１２）是同步的，其
充分条件是两个系统的误差系统（１３）是渐进稳定
的，由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论［１５］知，Ａ＜０又是系统
（１３）渐进稳定的充分条件．再加上前面的式（１５）
中的ｌｉ＞０（ｉ＝１…１２），则保证主系统（１１）和从系
统（１２）混沌同步的充分条件可以归纳为

ａ１，１ ａ１，２ … ａ１，１２
 ａ２，２ … ａ２，１２
… … … …

  … ａ１２，













１２

＜０

－ｌ１ ０ … ０

０ －ｌ２ … ０

… … … …

０ ０ … －ｌ













１２

＞０ （１９）

这是一组未知变量为 ｌｉ和 ｋｉ（ｉ＝１…１２）的线性矩
阵不等式（ＬＭＩ），这些未知变量可以通过Ｍａｔｌａｂ中
的ＬＭＩ工具箱简单的求得．

３　数值模拟

在本节中，我们将用数值模拟来检验第三节所

７４２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１０年第８卷

提出的解决方案的有效性．
在这里，主系统和从系统的初值我们取为

Ｘｍ＝［０，－２，－１，０，０，０，０，０，０，０，０，０］
Ｘｓ＝［２，０，３，０，０，０，０，０，０，０，０，０］

通过数值计算我们可以求得

ｘ１＝５．７９８４，ｘ２＝０．０４６６，
ｘ３＝０．００１６，ｘ４＝１．７４００ｅ－００５

将式（２０）的数据代入式（１９），用 ＬＭＩ工具箱得到
下组数据：

ｋ１＝１３，ｋ２＝７，ｋ３＝５，ｋ４＝４，ｋ５＝３．４，ｋ６＝３，ｋ７＝２．
７１，ｋ８＝２．５，ｋ９＝２．３３，ｋ１０＝２．２，ｋ１１＝２．１，ｋ１２＝２
则控制从系统使其与主系统同步的控制器为：

ｕ１＝－１３ｅ１－７ｅ２－５ｅ３
ｕ２＝－４ｅ４－３．４ｅ５－３ｅ６
ｕ３＝－２．７１ｅ７－２．５ｅ８－２．３３ｅ９
ｕ４＝－２．２ｅ１０－２．１ｅ１１－２ｅ










１２

（２０）

在第二节，我们得到了随机 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统
的等价确定性系统（１０），应用 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法我
们可以得到式（１０）的数值解ｘｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ）和ｚｉ（ｔ）（ｉ
＝０…３），继而可得非线性随机系统的集合平均响
应（ＥＭＲ）

Ｅ［ｘ（ｔ，ｕ）］＝∑
３

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｅ［Ｕｉ（ｕ）］＝ｘ０（ｔ）

Ｅ［ｙ（ｔ，ｕ）］＝∑
３

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｅ［Ｕｉ（ｕ）］＝ｙ０（ｔ）

Ｅ［ｚ（ｔ，ｕ）］＝∑
３

ｉ＝０
ｚｉ（ｔ）Ｅ［Ｕｉ（ｕ）］＝ｚ０（ｔ










）

（２１）

在这里，我们用 ＥＭＲ的相轨图来描述随机 Ｇｅｎｅ
ｓｉｏＴｅｓｉ系统的动力学行为．

图１　同步前的主系统（ｍｓ）和从系统（ｓｓ）的相轨图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｔｈｅｍａｓｔｅｒｓｙｓｔｅｍａｎｄｔｈｅｓｌａｖｅ

ｓｙｓｔｅｍｂｅｆｏｒｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

图１是具有不同初值的的主从系统同步前的相
轨图，从图中我们可以看出，由于混沌的初值敏感

性，虽然两个系统初值相差很小，但随着时间ｔ的增
长，它们的轨道变得毫不相关．图２是具有不同初值

的主从系统加控制器同步后的相轨图，我们可以看

出主从系统刚刚开始初值不同，但加控制器后随着ｔ
的增长两系统的轨迹逐渐重合，即实现了同步．

图２　同步后的主系统（ｍｓ）和从系统（ｓｓ）的相轨图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｔｈｅｍａｓｔｅｒｓｙｓｔｅｍａｎｄｔｈｅｓｌａｖｅ

ｓｙｓｔｅｍａｆｔｅｒｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

图．３为主从系统加控制器后实现同步的误差
图像，图中的的轨迹逐渐趋于，说明主从系统在加

控制器后实现了同步．

图３　同步后的误差图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍａｆｔｅｒｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

通过以上的数值模拟，很明显的看出，文章第

三节提出的同步设计是简单有效的．

４　结论

本文主要解决了带有有界随机参数的随机

ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的同步问题．文章首先借助 Ｃｈｅ

ｂｙｓｈｅｖ正交多项式将含有界随机参数的系统约化
成与其等价的确定性系统，然后通过该等价确定性

系统，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论推出主从系统同
步的充分条件，并用 ＬＭＩ技术求出所需的参数，使
得具有不同初值的两个随机ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统实现
了同步．文章最后给出了数值模拟，说明了该方案
的有效性．

８４２
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