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分数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ混沌系统的同步研究
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摘要　主要讨论了分数阶混沌系统的同步问题．采用线性以及自适应控制两种不同的方案实现了分数阶

Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统的混沌同步．这两种方案均具有结构简单、易于实现的特点．而且，基于分数阶微分方程稳定

性理论，可以保证同步是全局渐近稳定的．最后，数值结果证明了两种方案的可行性．
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引 言

分数阶微积分已有３００多年的发展历史，最早
可以追溯到 Ｌｅｉｂｎｉｚ，Ｒｉｅｍａｎｎ等的研究［１，２］．尽管
如此，由于它在许多科学领域包括物理、信息、工程

等有着广泛的应用，所以分数阶微积分仍然是目前

的研究热点．事实上，许多物理系统都能展现出分
数阶动力学行为，例如：黏滞系统、介质极化、电极

电解液极化、（电缆的）管道边界层效应、有色噪声
和电磁波等［３６］．而且分数阶在图象与信号处理领
域也有应用［７，８］．最近，分数阶混沌系统也引起了
人们广泛的兴趣和深入研究．Ｃｈｕａ电路、Ｒｏｓｓｌｅｒ系
统、Ｄｕｆｆｉｎｇ系统以及 Ｓｐｒｏｔｔ系统［９１２］中，计算机仿

真表明，当系统的阶数为分数时，系统仍呈现混沌

状态，且更能反映系统所呈现的物理现象．
另外，混沌同步近年来也一直是非线性科学研

究的热点［１３］．在通信领域，ＡｒｍａｎＫｉａｎｉＢ等用简
单的混沌掩盖方法证明了分数阶混沌信号能加强

通信的安全性．因此，分数阶混沌系统的同步在保
密通信、信号处理和系统控制及其他领域中都拥有

潜在的、诱人的应用前景［１４］，研究分数阶混沌系统

具有重要的理论意义和实用价值．文献［１５］首先
研究了分数阶混沌系统的同步问题．文献［１６，１７］
则分别讨论了分数阶统一混沌系统和分数阶Ｌü系
统的同步问题．本文将讨论分数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统
的混沌同步问题．利用两种不同的方案以实现同步
的目的．第一种方案采用线性反馈控制，第二个则
采用自适应同步方法．这两种方案都具有易于实现

的特点，具有较高的应用价值．而且，根据文献
［１８］提出的Ｊ函数准则，可以保证同步是全局渐近
稳定的．

１　理论分析

分数阶导数的概念有多种定义［１，１９］，这里我们

采用Ｃａｐｕｔｏ微分定义［２０］：

Ｄαｘ（ｔ）＝Ｊ
ｍ－αｘ（ｍ）（ｔ）　（α＞０） （１）

其中ｍ为第一个不小于α的整数，ｘ（ｍ）为ｘ的ｍ阶

导数，Ｊβ（β＞０）为 β阶 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ积分算

子

Ｊβｙ（ｔ）＝ １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）β－１ｙ（τ）ｄτ （２）

其中Γ是Ｇａｍｍａ函数，算子 Ｄα通常被称为“α阶
Ｃａｐｕｔｏ微分算子”．

文献［１８］提出了基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的分数阶
系统稳定性判定定理：

引理　对于分数阶系统ｄ
αｘ
ｄｔ＝Ａｘ，其中 ｘ∈Ｒ

ｎ

（ｎ∈Ｎ），Ａ∈Ｒｎ×ｎ．当系统阶数 α＜１时，如果存在

实对称正定矩阵Ｐ，使得对任意状态变量 ｘ，方程 Ｊ

＝ｘＴＰｄ
αｘ
ｄｔα
≤０（令形如ｘＴＰｄ

αｘ
ｄｔα
的函数为 Ｊ函数）恒

成立，，则系统渐近稳定．
利用该引理判定分数阶系统稳定性构造的 Ｊ

函数非常类似于整数阶系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，下
面我们将利用该引理设计控制器以实现分数阶

Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统的混沌同步．
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１．１　线性反馈实现分数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统的混沌
同步

传统的整数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统［２１］由以下三阶

常微分方程描述：

ｄｘ
ｄｔ＝ａｘ＋ｂｙ－ｙｚ

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ

ｄｚ
ｄｔ＝－ｚ＋ｙ











 ２

（３）

其中ａ＜０，ｂ＞０为系统参数．数值计算表明当参数ａ
＝－２，ｂ＝６．７时，系统（３）具有混沌吸引子（见图１
（ａ））．这里，我们考虑分数阶Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统如下：

ｄｑ１ｘ
ｄｔｑ１
＝ａｘ＋ｂｙ－ｙｚ

ｄｑ２ｙ
ｄｔｑ２
＝ｘ

ｄｑ３ｚ
ｄｔｑ３
＝－ｚ＋ｙ











 ２

（４）

其中０＜ｑ１，ｑ２，ｑ３≤１．根据文献［２２］提出的必要条件，
可以得到当参数ａ＝－２，ｂ＝６．７以及ｑ１＝０．９８５，ｑ２＝
ｑ３＝０．９８时，系统（４）是混沌的（见图１（ｂ））．

图１　（ａ）Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ混沌吸引子，其中ａ＝－２，ｂ＝６．７；（ｂ）分数阶

Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ混沌吸引子，其中ａ＝－２，ｂ＝６．７，ｑ１＝０．９８５，ｑ２＝ｑ３＝０．９８．

Ｆｉｇ．１　（ａ）ＴｈｅＲｕｃｋｌｉｄｇｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ，ｗｈｅｒｅａ＝－２，ｂ＝６．７

（ｂ）Ａｔｙｐｉｃａｌｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｉｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒＲｕｃｋｌｉｄｇｅｓｙｓｔｅｍ，

ｗｈｅｒｅａ＝－２，ｂ＝６．７ａｎｄｑ１＝０．９８５，ｑ２＝ｑ３＝０．９８

下面以（４）做为驱动系统，响应系统为：
ｄｑ１ｘ１
ｄｔｑ１

＝ａｘ１＋ｂｙ１－ｙ１ｚ１＋Ｕ１

ｄｑ２ｙ１
ｄｔｑ２

＝ｘ１＋Ｕ２

ｄｑ３ｚ１
ｄｔｑ３
＝－ｚ１＋ｙ

２
１＋Ｕ















３

（５）

我们的目标是选择合适的控制器 Ｕ１，Ｕ２，Ｕ３
以实现系统（４）和（５）的混沌同步．设误差变量 ｅ１

＝ｘ１－ｘ，ｅ２＝ｙ１－ｙ，ｅ３＝ｚ１－ｚ，那么误差系统为：

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝ａｅ１＋ｂｅ２－ｙｅ２＋Ｕ１

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝ｅ１＋Ｕ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－ｅ１＋（ｙ１＋ｙ）ｅ２＋Ｕ















３

（６）

对于系统（４），（５）以及误差系统（６），我们有
以下结论．

定理１．１如果选取以下线性控制器：

Ｕ１＝－ｂｅ２，Ｕ２＝－ｋｅ２－ｅ１，Ｕ３＝０ （７）

其中ｋ为足够大的反馈增益，则误差系统（６）的零

解是全局渐近稳定的．也就是说，响应系统（４）和
驱动系统（５）同步．

证明：将（７）代入（６）得到：

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝ａｅ１－ｚ１ｅ２

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝－ｋｅ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－ｅ３＋（ｙ１＋ｙ）ｅ















２

（８）

如果令

Ｊ＝ｒｅ１
ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＋ｅ２
ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＋ｅ３
ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３

（９）

这里ｒ为正常数．那么由（８）可得：

Ｊ＝ｒａｅ２１－ｋｅ
２
２－ｅ

２
３－ｒｚｅ１ｅ２－

　ｒｙｅ１ｅ３＋（ｙ＋ｙ１）ｅ２ｅ３ （１０）

由混沌吸引子的有界性，假设存在正数 Ｍ，使得｜ｙ

｜，｜ｚ｜，｜ｙ１｜≤Ｍ．那么

Ｊ≤ｒａｅ２１－ｋｅ
２
２－ｅ

２
３＋

　ｒＭ｜ｅ１｜｜ｅ２｜＋ｒＭ｜ｅ１｜｜ｅ３｜＋

　２Ｍ｜ｅ２｜｜ｅ３｜ （１１）

记

Ｐ＝

－ｒａ ｒＭ
２
ｒＭ
２

ｒＭ
２ ｋ Ｍ

ｒＭ
２ Ｍ















１

（１２）

显然，如果矩阵Ｐ为正定阵，系统（６）渐近稳定，从
而系统（４）和（５）同步．要使 Ｐ正定，必有下式成

立：

５３２
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－ｒａｋ＞ｒ
２Ｍ２
４

－ｒａ（ｋ－Ｍ２）＋ｒ
２Ｍ２
４（Ｍ－ｋ）－

　　ｒ
２Ｍ２
４（１－Ｍ）＞











 ０

（１３）

因此，只要 ｋ＞Ｍ
２（－４ａ＋ｒ－２Ｍ）
－４－ｒＭ２

，其中０＜ｒ＜－

４ａ
Ｍ２
，则Ｐ为正定阵．即 Ｊ＝ｒａｅ２１－ｋｅ

２
２－ｅ

２
３－ｒｚｅ１ｅ２－

ｒｙｅ１ｅ３＋（ｙ＋ｙ１）ｅ２ｅ３≤０．根据上述 Ｊ函数准则，误
差系统（６）是渐近稳定的，从而系统（４）与（５）同
步．证毕．
１．２　自适应控制实现分数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统的混
沌同步

从定理１．１的证明我们可以看到，反馈增益 ｋ
的选取依赖于混沌吸引子的上界．但是从实际应用
来看，这往往很难准确的界定．因此，接下来，我们
提出一种自适应同步方案用来实现Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统
的混沌同步，这种方法的优处在于不需要事先确定

系统的上界．
定理１．２　如果选取以下自适应控制器：
Ｕ１＝－ｂｅ２，Ｕ２＝－（ｋ＋１）ｅ２－ｅ１，Ｕ３＝０ （１４）

其中参数自适应率
ｄｑ２ｋ
ｄｔｑ２
＝ｅ２２那么误差系统（６）的零

解全局渐近稳定，即系统（４）与系统（５）同步．
证明：将（１４）代入（６）可得：
ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝ａｅ１－ｚ１ｅ２－ｙｅ３

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝－（ｋ＋１）ｅ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－ｅ３＋（ｙ１＋ｙ）ｅ















２

（１５）

令

Ｊ＝ｒｅ１
ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＋ｅ２
ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＋ｅ３
ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＋ｋｄ

ｑ２ｋ
ｄｔｑ２

（１６）

其中ｒ为正常数．由（１５）可得：
Ｊ＝ｒａｅ２１－ｅ

２
２－ｅ

２
３－ｒｚｅ１ｅ２－ｒｙｅ１ｅ３＋（ｙ＋ｙ１）ｅ２ｅ３

（１７）
同上，由混沌吸引子的有界性，假设存在正数Ｍ，使
得｜ｙ｜，｜ｚ｜，｜ｙ１｜≤Ｍ．则有

Ｊ≤ｒａｅ２１－ｅ
２
２－ｅ

２
３＋ｒＭ｜ｅ１｜｜ｅ２｜＋

　　ｒＭ｜ｅ１｜｜ｅ３｜＋２Ｍ｜ｅ２｜｜ｅ３｜．

这里记Ｐ＝

－ｒａ ｒＭ
２
ｒＭ
２

ｒＭ
２ ｋ Ｍ

ｒＭ
２ Ｍ















１

，从而，若选取０＜ｒ＜

－４ａ
Ｍ２
，则Ｐ为正定阵，进而，Ｊ≤０．同样根据 Ｊ函数

准则，误差系统（６）的零解全局渐近稳定，即系统
（４）与（５）同步．证毕

２　数值结果

图２　方案（７）（ａ）ｅ１＝ｘ１－ｘ误差曲线（ｂ）ｅ２＝ｙ１－ｙ误差曲线

（ｃ）ｅ３＝ｚ１－ｚ误差曲线

Ｆｉｇ．２　ＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆＲｕｃｋｌｉｄｇｅｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｓｃｈｅｍｅ（７）：

（ａ）Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅ１＝ｘ１－ｘｖｓｔ；

（ｂ）Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅ２＝ｙ１－ｙｖｓｔ；（ｃ）Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅ３＝ｚ１－ｚｖｓｔ

图３　方案（１４）（ａ）ｅ１＝ｘ１－ｘ误差曲线（ｂ）ｅ２＝ｙ１－ｙ误差曲线

（ｃ）ｅ３＝ｚ１－ｚ误差曲线（ｄ）自适应反馈增益ｋ的收敛曲线

Ｆｉｇ．３　ＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆＲｕｃｋｌｉｄｇｅｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｓｃｈｅｍｅ（１４）：

（ａ）Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅ１＝ｘ１－ｘｖｓｔ；（ｂ）Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅ２＝ｙ１－ｙｖｓｔ；

（ｃ）Ｔｈｅｅｒｒｏｒｅ３＝ｚ１－ｚｖｓｔ．（ｄ）ｔｈｅａｄａｐｔｉｖｅｆｅｅｄｂａｃｋｇａｉｎｋｖｓｔ

这里我们采用预估－校正算法［２３］进行数值模

拟．对于系统（４）和（５），ｑ１＝０．９８５，ｑ２＝ｑ３＝０．９８，
系统参数ａ＝－２，ｂ＝６．７．初始值 ｘ（０）＝ｙ（０）＝ｚ

６３２
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（０）＝０．１，ｘ１（０）＝ｙ１（０）＝ｚ１（０）＝１．对于控制器
（７），反馈增益 ｋ＝１０；对于自适应同步控制器
（１４），反馈增益的初值 ｋ（０）＝４．数值结果如图２
－３所示．显然，数值结果说明采用这两种方案都
可以成功的实现分数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统的混沌同
步．

３　结论

本文讨论了分数阶混沌系统的同步问题．采用
两种不同的同步方案实现了分数阶Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ系统
的混沌同步．同步的稳定性主要基于文献［１７］中
关于非线性分数阶微分方程的稳定性理论．数值仿
真验证了两种方案的可行性与有效性．这里我们需
要指出的是，从实际应用的角度来看，第二种方案

更加灵活有效．而且，这两种同步方法可以很容易
地推广到其他类似的分数阶混沌系统，甚至于高维

分数阶混沌系统．
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