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功能梯度薄壁圆柱壳的自由振动

杜长城　李映辉
（西南交通大学力学与工程学院，成都　６１００３１）

摘要　研究了由功能梯度材料制成的薄壁圆柱壳的自由振动．采用幂律分布规律描述功能梯度材料沿厚度

的梯度性质，根据Ｄｏｎｎｅｌｌ壳体理论，导出了功能梯度材料薄壁圆柱壳线性振动的简化控制方程．基于此理

论分析了功能梯度圆柱壳的自由振动特性，给出了两端简支功能梯度材料薄壁圆柱壳小挠度固有振动的频

率公式．以简支圆柱壳作为算例，与前人结果及有限元法对比验证了该简化功能梯度薄壁圆柱壳理论的正

确性，同时讨论了周向波数及梯度指数对其频率的影响．

关键词　功能梯度材料，　薄壁圆柱壳，　线性振动，　简化理论

引 言

功能梯度材料（ＦＧＭ）因其组分体积分数的连
续变化导致其宏观力学及热学性质的梯度分布．由
于具有诸多优越的材料性能，并且其性能梯度具有

可设计性，功能梯度结构可在多种学科和工程领域

中得到广泛应用．然而由于存在梯度性质，功能梯
度结构的振动特性较各向同性结构［１］复杂，Ｌｏｙ
等［２］最先研究了功能梯度圆柱壳的自振特性；基于

Ｌｏｖｅ壳体理论的应变 －位移几何描述，利用 Ｒａｙ
ｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ法计算了两端简支功能梯度圆柱壳的
自振频率，讨论了材料体积分数和组分材料配置对

频率的影响；陈伟球及其合作者［３，４］采用分层近似

理论研究了功能梯度矩形板和柱壳的自由振动，沈

惠申等［５，６］及 ＭａｔｓｕｎａｇａＨ［７，８］分别建立了考虑结
构横向剪切变形的功能梯度板壳结构的动力分析

模型，分析了功能梯度板壳结构的振动特性．然而，
对于功能梯度材料（如金属 －陶瓷功能梯度材料）
薄壁板壳，其弹性模量与横向剪切模量在量级上可

以与各向同性材料相比拟，因此其横向剪切变形为

相对小量，此时考虑板壳横向剪切效应或采用层合

近似模型不仅无法获得精度上的大幅提高，还严重

增加了问题的复杂性．
本文研究功能梯度薄壁圆柱壳的自由振动．采

用沿厚度的幂律分布规律描述功能梯度热物性质．
试图根据Ｄｏｎｎｅｌｌ壳体理论推导功能梯度薄壁圆柱

壳小挠度振动的控制方程，分析功能梯度圆柱壳的

自由振动特性，并给出两端简支功能梯度材料薄壁

圆柱壳小挠度固有振动的频率公式．

１　ＦＧＭ薄壁圆柱壳运动方程

考虑中曲面半径为 Ｒ，厚度为 ｈ，长度为 Ｌ的
ＦＧＭ薄壁圆柱壳（如图１所示）．在其中曲面上建
立参考柱坐标系（ｘ，θ，ｚ），ｕ、ｖ、ｗ分别为圆柱壳中
曲面沿ｘ、θ、ｚ方向的位移．

图１　圆柱壳几何模型及其参考坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆａｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌａｎｄｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

采用幂律分布规律描述功能梯度材料的等效

热物性质［２，９］，其材料参数Ｐ表示为

Ｐ＝（Ｐ１－Ｐ２）（
２ｚ＋ｈ
２ｈ）

Ｎ＋Ｐ２ （１）

式中，Ｐ１、Ｐ２分别为两种组分材料 １、２的物性参
数，Ｎ为梯度指数，Ｎ∈［０，∞）．
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柱壳沿ｘ、θ方向的应力分量及面内剪应力分
别为：σｘ，σθ，τｘθ；应变分量为：εｘ，εθ。，γｘθ。．根据

Ｄｏｎｎｅｌｌ壳体理论［１０］，薄壁圆柱壳的位移 －应变关
系可表示为：

εｘ＝ε
０
ｘ＋ｚκｘ，εθ＝εθ＋ｚκθ，γｘθ＝γ

０
ｘθ＋ｚκｘθ （２）

式中，ε０ｘ＝ｕ，ｘ，ε
０
θ＝（ｖ，θ＋ｗ）／Ｒ，γ

０
ｘθ＝ｖ，ｘ＋ｕ，θ／Ｒ分

别为壳中曲面薄膜应变分量；κｘ＝－ｗ，ｘｘ，κθ＝－

ｗ，θθ／Ｒ
２，κｘθ＝－２ｗ，ｘθ／Ｒ分别为壳中曲面曲率分量

（下标前加“，”表示对变量的一阶或二阶偏导数）．
功能梯度薄壁圆柱壳为平面应力状态，其应力

－应变关系可表示为

σｘ＝Ｑ（εｘ＋ｖεθ），σθ＝Ｑ（εθ＋ｖεｘ），τｘθ＝Ｇγｘθ
（３）

式中，Ｑ ＝Ｅ／（１－ν２），Ｅ，ν分别为功能梯度材料
的等效弹性模量，泊松比，为柱壳横向坐标 ｚ的函
数，与组分材料相应模量具有形如（１）式的关系；Ｇ
为剪切模量，且Ｇ＝Ｅ／２（１－ν）．

对（３）式沿厚度积分得到内力分量 Ｎｘ，Ｎθ，
Ｎｘθ；等号两边乘以ｚ再积分得到弯曲力Ｍｘ，Ｍθ，Ｍｘθ

（Ｎｘ，Ｎθ，Ｎｘθ）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
（σｘ，σθ，τｘθ）ｄｚ （４ａ）

（Ｍｘ，Ｍθ，Ｍｘθ）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
（σｘ，σθ，τｘθ）ｚｄｚ （４ｂ）

内力分量及弯曲力包含下列模量

（Ｄ０，Ｄ１，Ｄ２）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２

Ｅ
１－ｖ２

（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ（５ａ）

（Ｄ０，Ｄ１，Ｄ２）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２

ｖＥ
１－ｖ２

（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ（５ｂ）

根据内力与应变的关系，可将柱壳中面的薄膜

应变表示为内力分量和曲率的函数，从而弯曲力也

可以表示成内力分量和曲率的函数．引入 Ａｉｒｙ应
力函数φ，使得Ｎｘ＝φ，θθ／Ｒ

２，Ｎθ＝φ，ｘｘ，Ｎｘθ＝－φ，ｘθ／
Ｒ；将弯曲力和薄膜应变分别代入薄壁圆柱壳的
Ｄｏｎｎｅｌｌ简化内力平衡方程和应变协调方程［１０］，整

理后得到功能梯度薄壁圆柱壳的小挠度振动方程

珋ρｗ，ｔｔ＋Ｄ２
２２ｗ＋２

１φ＝Ｄ１
２２φ＋ｑｚ

（６ａ）
Ｄ１

２２φ＋Ｄ２
２２ｗ＝２

１ｗ （６ｂ）

式中，珋ρ＝∫ｈ／２－ｈ／２ρ（ｚ）ｄｚ为功能梯度薄壁圆柱壳的等

效面密度，２（·）＝（·），ｘｘ＋（·），ｙｙ为 Ｌａｐｌａｃｅ
算子，ｑｚ为横向载荷；Ｄ０为功能梯度薄壁圆柱壳的
拉伸柔度，Ｄ１为拉 －弯耦合模量，Ｄ２为弯曲刚度，

分别定义为

Ｄ０＝
Ｄ０

（Ｄ０）
２－（珚Ｄ０）

２，Ｄ１＝
Ｄ０珚Ｄ０ －珚Ｄ０Ｄ１
（Ｄ０）

２－（珚Ｄ０）
２，

Ｄ２＝Ｄ２ －
Ｄ０［（Ｄ１）

２＋（珚Ｄ１）
２］－２珚Ｄ０Ｄ１珚Ｄ１

（Ｄ０）
２－（珚Ｄ０）

２

（７）
对于各向同性弹性材料，有 Ｄ０＝１／Ｅｈ，Ｄ１＝

０，Ｄ２＝Ｅｈ
３／１２（１－ν２），珋ρ＝ρｈ，从而式（６）退化为

经典的Ｄｏｎｎｅｌｌ圆柱壳振动简化控制方程．同时，分

析发现耦合模量 Ｄ１具有长度量纲，表征功能梯度
圆柱壳面内力与弯曲力间的耦合程度．

２　自由振动分析

柱壳自由振动时方程（６）中 ｑｚ＝０，对于封闭

圆柱壳，可设挠度为如下形式：

ｗｍｎ（ｘ，θ，ｔ）＝ｓｉｎ（ωｍｎｔ）Ｗｍ（ｘ）ｃｏｓｎθ （８）
将（８）式代入（６）式，消去Ａｉｒｙ应力函数φ，整

理可得到关于Ｗｍ（ｘ）的微分方程

（Ｄ０Ｄ２＋Ｄ
２
１）（

ｄ２

ｄｘ２
－ｎ

２

Ｒ２
）４Ｗｍ ＋

１
Ｒ２
ｄ４Ｗｍ
ｄｘ４

－
２Ｄ１
Ｒ

（
ｄ２

ｄｘ２
－ｎ

２

Ｒ２
）２
ｄ２Ｗｍ
ｄｘ２

－Ｄ０珋ρω
２
ｍｎ（
ｄ２

ｄｘ２
－ｎ

２

Ｒ２
）２Ｗｍ＝０ （９）

按常微分方程理论，可设解为 Ｗｍ（ｘ）＝ｅλ
ｘ，代

入（９）式整理得到关于λ的八次代数方程

λ８＋ａ１λ
６＋ａ２λ

４＋ａ３λ
２＋ａ４＝０ （１０）

式中

ａ１＝－
４ｎ２

Ｒ２
－

２Ｄ１
Ｒ（Ｄ０Ｄ２＋Ｄ

２
１）

（１１ａ）

ａ２＝
６ｎ４

Ｒ４
＋

４ｎ２Ｄ１
Ｒ３（Ｄ０Ｄ２＋Ｄ

２
１）
＋

　　 １
Ｒ２（Ｄ０Ｄ２＋Ｄ

２
１）
－Ω２ （１１ｂ）

ａ３＝－
４ｎ６

Ｒ６
－

２ｎ４Ｄ１
Ｒ５（Ｄ０Ｄ２＋Ｄ

２
１）
＋２ｎ

２

Ｒ２
Ω２ （１１ｃ）

ａ４＝
ｎ８

Ｒ８
－ｎ

４

Ｒ４
Ω２ （１１ｄ）

其中

Ω２＝
Ｄ０珋ρω

２
ｍｎ

Ｄ０Ｄ２＋Ｄ
２
１

可以解得λ的八个根：

λｊ＝±ξ１，±ｉξ２，±（ξ３＋ｉξ４），±（ξ３－ｉξ４）
　　　ｊ＝１，２，…，８ （１２）

０２２
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从而得到Ｗｍ（ｘ）的一般解：
Ｗｍ（ｘ）＝Ｃ１ｓｉｎｈξ１ｘ＋Ｃ２ｃｏｓｈξ１ｘ＋Ｃ３ｓｉｎξ２ｘ＋

　Ｃ４ｃｏｓξ２ｘ＋Ｃ５ｅξ３
ｘｓｉｎξ４ｘ＋Ｃ６ｅξ３

ｘｃｏｓξ４ｘ＋

　Ｃ７ｅ
－ξ３ｘｓｉｎξ４ｘ＋Ｃ８ｅ

－ξ３ｘｃｏｓξ４ｘ （１３）
其中常数Ｃ１－Ｃ８仅与边界条件有关．根据圆

柱壳两端八个边界条件可建立关于Ｃ１－Ｃ８的齐次
线性代数方程组，由其系数行列式为零，可得到功

能梯度薄壁圆柱壳的频率方程以及各阶频率与振

型．
对于两端简支圆柱壳，可以证明关于 Ｗｍ（ｘ）

的表达式中Ｃ３≠０，Ｃｉ＝０（ｉ≠３）；因此对于两端简
支圆柱壳，可设其满足边界条件的挠度函数为：

ｗｍｎ（ｘ，θ，ｔ）＝Ａｍｎｓｉｎ
ｍπｘ
Ｌｃｏｓｎθ （１４）

从而有

２２ｗｍｎ＝αｗｍｎ，
２
１ｗｍｎ＝－βｗｍｎ （１５）

式中α＝（ｍ
２π２

Ｌ２
＋ｎ

２

Ｒ２
）２，β＝ｍ

２π２

ＲＬ２
．

将（１４）式代入功能梯度薄壁圆柱壳自由振动
控制方程，可以求得两端简支薄壁圆柱壳小挠度振

动的固有频率为

ωｍｎ＝
（Ｄ０Ｄ２＋Ｄ

２
１）α

２＋２Ｄ１αβ＋β
２

Ｄ０珋[ ]ρα

１
２

（１６）

从（１６）式可明显看出耦合模量 Ｄ１对功能梯度薄
壁柱壳振动频率的影响．

３　算例与结果比较

本节给出柱壳ｈ／Ｒ＝０．０５，Ｌ／Ｒ＝２０，轴向半波
数ｍ＝１的算例结果．考虑ＦＧＭ圆柱壳的组分材料
为不锈钢（ＳｔａｉｎｌｅｓｓＳｔｅｅｌ）和镍（Ｎｉｃｋｅｌ），其常温下
（Ｔ＝３００Ｋ）的材料常数分别为：ＥＳＳ＝２．０７７８８×

１０１１Ｐａ，νＳＳ＝０．３１７７５６，ρＳＳ＝８１６６ｋｇ·ｍ
－３；ＥＮ＝

２．０５０９８×１０１１Ｐａ，νＮ ＝０．３１，ρＮ ＝８９００ｋｇ·ｍ
－３．

ＦＧＭ圆柱壳内表面材料为镍，外表面为不锈钢．
由于材料为各向同性时，本文理论即是

Ｄｏｎｎｅｌｌ壳体理论，所以表１给出了由文献［２］、有
限元法以及Ｄｏｎｎｅｌｌ理论分析所得的各向同性均匀
材料薄壁圆柱壳不同周向波数时的固有频率，以验

证本文理论的正确性．由表中数据可以看出：对于
各向同性材料薄壁圆柱壳振动的基频（周向波数 ｎ
＝１），有限元法所得结果是文献［２］的两倍，而相
对的，Ｄｏｎｎｅｌｌ理论的结果与有限元结果更加接近；

对于任意大于１的周向波数ｎ，Ｄｏｎｎｅｌｌ理论所得频
率与文献［２］存在约１６～１８Ｈｚ的绝对误差，这一误
差使得当周向波数较少（ｎ≤ ６）时，两者之间的差
异较大；而有限元法结果在较少周向波数时与文献

［２］较为吻合，而当周向波数较大（ｎ≥ ８）时与
Ｄｏｎｎｅｌｌ理论更接近．与有限元法相比较，Ｄｏｎｎｅｌｌ
理论所得柱壳振动的基频及高阶频率具有一定的

精度，从而说明本文理论具有一定的正确性．
表１　各向同性简支圆柱壳固有频率（Ｈｚ）比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）ｆｏｒ

ａｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｓｏｔｒｏｐｉｃｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

Ｍａｔｅｒｉａｌ
Ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｃｅｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ

ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝４ ｎ＝６ ｎ＝８
Ｌｏｙ，ｅｔａｌ［２］ １３．５７２３３．２９６１７８．０６４２２．０５７６３．９８

ＳｔａｉｎｌｅｓｓＳｔｅｅｌ ＦＥＭ ２７．４２２３４．４４４１７９．０１４２６．２３ ７７６．６
Ｄｏｎｎｅｌｌ ２３．０３４４９．４３２１９５．８５４４０．２７７８２．４７
Ｌｏｙ，ｅｔａｌ［２］ １２．９１７３１．６０３１６８．９９４００．５６７２５．０８

Ｎｉｃｋｅｌ ＦＥＭ ２６．１１１３２．６９８ １６９．９ ４０４．５５７３７．１１
Ｄｏｎｎｅｌｌ ２１．９０３４６．９１７１８５．８８４１７．８５７４２．６３

对于 ＦＧＭ柱壳，其有限元近似模型以六面体
三维实体单元建模，将壳体在厚度方向上均分为八

层，认为每一层材料为各向同性弹性材料，其材料

参数（弹性模量、泊松比、密度）设为各层中面上的

功能梯度材料等效材料参数，可由式（１）求得．表２
和图２分别给出了文献［２］、有限元法以及本文理
论所得不同梯度指数下ＦＧＭ圆柱壳固有频率随周
向波数ｎ变化的结果比较．

表２　固有频率（Ｈｚ）随梯度指数Ｎ及

周向波数ｎ变化的结果比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）ａｇａｉｎｓｔ

ｐｏｗｅｒ－ｌａｗｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＮａｎｄｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｎ

Ｐｏｗｅｒ－ｌｏｗ Ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｃｅｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ
ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝４ ｎ＝６ ｎ＝８

Ｌｏｙ，ｅｔａｌ［２］１３．３４５３２．７０２９１．３１９１７４．８３４１４．３９７５０．１２
Ｎ＝０．５ ＦＥＭ ２６．８５６３３．８４５９１．８８３ １７６．２ ４２０．７４７６９．６７

Ｐｒｅｓｅｎｔ２２．６３９４８．５４２１０８．３３１９２．３２４３２．３３７６８．３６
Ｌｏｙ，ｅｔａｌ［２］１３．２３５ ３２．４３ ９０．５５３１７３．３６４１０．９１７４３．８２

Ｎ＝１ ＦＥＭ ２６．６３３３３．５５７９１．０９５１７４．６９４１７．１２７６３．０４
Ｐｒｅｓｅｎｔ２２．４５１４８．１３６１０７．４３１９０．７１４２８．７２７６１．９３
Ｌｏｙ，ｅｔａｌ［２］１３．０２１ ３１．９１ ８９．１０９ １７０．６ ４０４．３６７３１．９７

Ｎ＝５ ＦＥＭ ２６．２０１ ３３．０１ ８９．６１９１７１．８６４１０．３８７５０．７２
Ｐｒｅｓｅｎｔ２２．０８９４７．３６７１０５．７１１８７．６６４２１．８７７４９．７６

从表２和图２可以看出，对于 ＦＧＭ圆柱壳的
固有振动，文献［２］、有限元法以及本文理论表现
出如下的误差性质：

１２２
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图２　ＦＧＭ柱壳固有频率随周向波数变化的结果比较（Ｎ＝５）

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）ａｇａｉｎｓｔ

ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｎ（Ｎ＝５）

ａ、对于ＦＧＭ圆柱壳振动的基频（周向波数 ｎ
＝１），有限元法所得结果约是文献［２］的两倍，而
相对的，本文理论的预测结果与有限元结果更加接

近；

ｂ、当周向波数ｎ＞１时，本文理论所得频率与
文献［２］存在约１６～１８Ｈｚ的绝对误差，这一绝对
误差限不随周向波数ｎ的改变而有所改变，从而使
得当周向波数较少（ｎ≤ ６）时，本文理论与文献
［２］的差异较大；

ｃ、ｎ＞１时，有限元法结果在较少周向波数（ｎ

≤ ６）时与文献［２］较为吻合，而当周向波数较大
（ｎ≥ ７）时与本文理论更吻合．

综上，由于有限元法在工程中已经得到广泛认

可，我们认为可应用本文理论分析 ＦＧＭ圆柱壳振
动的基频和高阶频率，而当周向波数１≤ ｎ≤ ６
时，需要与其他理论对比以校核本文理论的正确

性．
同时，对比表１和表２的结果可以发现：ＦＧＭ

圆柱壳的各阶频率介于不锈钢和镍之间；并且由于

梯度指数 Ｎ增大时，镍在功能梯度柱壳中所占的
体积分数不断增大，所以当梯度指数 Ｎ增大时，功
能梯度柱壳的各阶振动频率向镍制成的各向同性

薄壁圆柱壳的固有频率靠近．

４　结 论

１）本文采用幂律分布规律描述功能梯度材料
参数沿厚度的梯度性质，根据Ｄｏｎｎｅｌｌ壳体理论，导
出了功能梯度材料薄壁圆柱壳小挠度振动的简化

控制方程．
２）基于此简化理论分析了功能梯度材料圆柱

壳的自由振动特性，给出了两端简支功能梯度材料

薄壁圆柱壳小挠度固有振动的频率公式．

３）给出了简支圆柱壳的算例比较，结果证明
本文理论在分析功能梯度圆柱壳振动的基频和高

阶频率时具有较好的精度．
４）本文理论以经典的柱壳简化理论为基础，

所得模型形式简单，物理意义明确，具有较好的分

析精度，可作为研究功能梯度薄壁板壳结构的动力

学行为的理论分析模型．
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