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横向撞击下弹性支承轴向受力梁的动力响应
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摘要　研究了具有弹性支承轴向受力梁在横向撞击下的动力响应．基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，综合考虑了梁

端支承的抗推刚度、抗转刚度和撞击点处的平衡条件，导出了撞击体系的动力学微分方程，采用积分变换方

法求解，得到时域内的各种动力响应．通过对不同支承条件下撞击力、横向位移、弯矩的对比分析，说明了弹

性支承对结构动力响应的影响．最后分析了弹性支承下轴压力对结构的影响情况，得出了一些有益的结论．

关键词　Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁，　撞击，　弹性支承，　轴压力，　动力响应

引 言

端部为弹性支承梁的动力响应分析在航空、桥

梁和防护工程中都有着广泛的应用，但对梁的横向

撞击问题大多是局限在梁的端部支承为刚性约

束［１－４］，而对物体横向撞击弹性支承梁的研究则较

少．近年来，方秦等［５］研究了爆炸荷载作用下弹性

支承梁的动力响应问题，宋春明等［６］研究了动边
界梁在横向撞击下的动力响应问题，但这些研究都

是针对仅考虑抗推刚度的弹性支承梁，没有考虑梁

端部的抗转刚度［７，８］，更没有考虑轴向压力对弹性

支承梁受物体横向撞击下动力响应的影响［９，１０］．
本文运用积分变换方法求解了轴向受力Ｔｉｍｏ

ｓｈｅｎｋｏ梁在横向低速撞击下的动力方程［１１，１２］，综

合考虑了梁端支承的抗推刚度和抗转刚度，通过算

例比较，分析了梁端抗推刚度、抗转刚度和梁的轴

向压力对梁动力响应的影响．

１　模型建立及方程求解

１．１　运动方程
考虑轴压力的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁，忽略结构的内

阻尼的影响，如图１所示，其控制微分方程为：

κＡＧ（φｘ
－

２ｙ
ｘ２
）＋ρＡ

２ｙ
ｔ２
＋Ｎ

２ｙ
ｘ２
＝ｑ（ｘ，ｔ）（１ａ）

ＥＩ
２φ
ｘ２
＝κＡＧ（φ－ｙｘ

）＋ρＩ
２φ
ｔ２

（１ｂ）

其中：ｘ为梁的轴线坐标；ｙ为梁的挠度；φ为弯曲
引起的转角；ρ为材料质量密度；Ｅ为弹性模量；Ｇ
为剪切模量；Ａ为截面面积；Ｉ为截面转动惯量；κ
为截面形状系数；ｑ为横向分布载荷；Ｎ为轴压力；ｔ
为时间．

图１　弹性支承梁受撞击模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｂｅａｍｗｉｔｈｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔｓｕｎｄｅｒｉｍｐａｃｔ

现不考虑分布载荷的作用（即ｑ（ｘ，ｔ）＝０），将
（１ａ）代入（１ｂ）得，
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其中：
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考虑到梁初始位移和速度为零（ｙｔ＝０＝０、
ｙ
ｔｔ＝０
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＝０），所以对式（２）关于ｔ进行Ｌａｐｌａｃｅ变换为：

４珓ｙ
ｘ４
＋ｄ５
２珓ｙ
ｘ２
＋ｄ６珓ｙ＝０ （３）

其中：

ｄ５＝ｄ１＋ｄ２ｐ
２，ｄ６＝ｄ３ｐ

２＋ｄ４ｐ
４

式（３）的基本解形式为
　珓ｙ（ｘ，ｐ）＝ｃ１ｅ

ｎ１ｘ＋ｃ２ｅ
－ｎ１ｘ＋ｃ３ｅ

ｎ２ｘ＋ｃ４ｅ
－ｎ２ｘ　（０≤ｘ≤ｌ２）

（４ａ）
　珓ｙ（ｘ，ｐ）＝ａ１ｅ

ｎ１ｘ＋ａ２ｅ
－ａ１ｘ＋ａ３ｅ

ｎ２ｘ＋ａ４ｅ
－ｎ２ｘ　（ｌ２≤ｘ≤０）

（４ｂ）
其中：ｎ１、－ｎ１、ｎ２、－ｎ２为式（３）的四个特征值；ｃ１、
ｃ２、ｃ３、ｃ４、ａ１、ａ２、ａ３、ａ４为待求系数；ｌ１、ｌ２分别为撞
击两侧的梁长．

根据弯矩Ｍ、弯曲引起的转角φ、剪力Ｑ和横
向挠度ｙ之间的关系，可得如下公式：

Ｍ～（ｘ，ｐ）＝－ＥＩ［（１－ＮｋＡＧ）
２珓ｙ
ｘ２
－ρｋＧｐ

２珓ｙ］ （５）

Ｑ～（ｘ，ｐ）＝ｋＡＧ（珓ｙ
ｘ
－珘φ） （６）

珘φ（ｘ，ｐ）＝－１ＥＩ∫Ｍ～ｄｘ （７）

１．２　撞击平衡及边界条件
精确求解梁的撞击问题是很困难的，实用时常

采用一些近似的方法来近似解决梁的横向冲击接

触问题．复旦大学的张文［１３］提出一种叫线化法的

简化方法，即把复杂的非线性碰撞问题在定性和定

量上用当量初速度和当量弹簧加以线性化，从而把

问题简化为线弹性系统的自由振动初值问题．文献
［１３］中证明了此计算方法的简便性和有较好的精
度，为分析弹性系统的撞击响应提供了一个实用方

法．
针对本文问题运用线化法，考虑一质量为 ｍ

物体以速度ｖ横向撞击简支梁，撞击时物体和梁的
接触用一刚度系数为 ｋ０的弹簧模拟，如图１．其接
触平衡条件如下

ｍ
２ｕ
ｔ２
＋ｌ０（ｕ－ｙ）＝０ （８ａ）

ｋ０（ｕ－ｙ）＝Ｑ１－Ｑ２ （８ｂ）
其中：ｕ（ｔ）为撞击物的位移，Ｑ１、Ｑ２近似地取撞击
点正、负侧的剪力值，即Ｑ１≈Ｑ ０－，Ｑ２≈Ｑ ０＋．进行
Ｌａｐｌａｃｅ变换，且由于撞击物初始位移为零，初始速

度为ｖ（即ｕ＝０，ｄｕｄｔ＝ｖ），则式（８）可简化为

　ｍｐ２珓ｙ｜ｘ＝０＋（Ｑ
～
１｜ｘ＝０－Ｑ

～
２｜ｘ＝０＋）（ｍｐ

２ １
ｋ０
＋１）＝ｍｖ

（９）
撞击正负两侧的位移、转角、弯矩为连续的，即

珓ｙ｜ｘ＝０＋ ＝珓ｙ｜ｘ＝０－，
珓ｙ
ｘｘ＝０＋

＝珓ｙｘｘ＝０－
，

－ＥＩ
２珓ｙ
ｘ２ ｘ＝０＋

＝－ＥＩ
２珓ｙ
ｘ２ ｘ＝０－

（１０）

对于梁的边界条件，考虑了支承的抗推刚度和抗转

刚度，其左端边界条件为

Ｑ
～
｜ｘ＝－ｌ１－ｋ１珓ｙ｜ｘ＝－ｌ１＝０，Ｍ

～｜ｘ＝－ｌ１－ｋ２珘φ｜ｘ＝－ｌ１＝０

（１１）
右端边界条件为

Ｑ
～
｜ｘ＝ｌ２＋ｋ３珓ｙ｜ｘ＝ｌ２＝０，Ｍ

～｜ｘ＝ｌ２＋ｋ４珘φ｜ｘ＝ｌ２＝０

（１２）

其中：ｋ１、ｋ３为抗推弹簧的刚度系数；ｋ２、ｋ４抗转弹
簧的刚度系数．

将式（４）－（７）代入（９）－（１２）可以求得系数

ｃ１、ｃ２、ｃ３、ｃ４、ａ１、ａ２、ａ３、ａ４，从而可以求得撞击力和
各种动力响应的表达式．

１．３　数值反演
应用Ｌａｐｌａｃｅ变换求时域响应的主要困难之一

就是迅速地获得其反演，这个问题往往对于简单的

有理函数也不能轻易解决．得到解析的 Ｌａｐｌａｃｅ逆
变换结果一般很困难，常采用数值逆变换的方法．
比较常见的 Ｌａｐｌａｃｅ数值反演方法有 Ｄｕｂｅｒ法和
Ａｂａｔｅ法、Ｄｕｒｂｉｎ法、Ｓｔｅｆｅｓｔ法、Ｃｒｕｍｐ法、Ｓｃｈａｐｅｒｙ
法、Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式法、Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式法等许多方
法［１１－１２］，针对本问题的具体特点以及各种方法的

优缺点，本文采用Ｃｒｕｍｐ法．
定义函数ｆ（ｘ）的Ｌａｐｌａｃｅ变换式为：

Ｆ（ｓ）＝∫
∞

０
ｆ（ｔ）ｅ－ｓｔｄｔ （１３）

Ｌａｐｌａｃｅ逆变换求ｆ（ｔ）的公式为：

ｆ（ｔ）＝ １２πｉ∫
β＋ｉ∞

β－ｉ∞
Ｆ（ｓ）ｅｓｔｄｓ （１４）

式中：ｓ＝β＋ｉｗ，β和ｗ分别为ｓ的实部和虚部，ｉ为
虚数单位．

采用Ｃｒｕｍｐ逆变换方法进行数值反演，其反演
公式如下

ｆ（ｔ）≈ｅ
ａｔ

Ｔ｛
１
２Ｒｅ［Ｆ（ａ）］＋∑

Ｎ

ｋ＝１
Ｒｅ［Ｆ（ａ＋

８０２
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　ｉｋπＴ）］ｃｏｓ（
ｋπ
Ｔ）ｔ－∑

Ｎ

ｋ＝１
Ｉｍ［Ｆ（ａ＋

　ｉｋπＴ）］ｓｉｎ（
ｋπ
Ｔ）ｔ｝ （１５）

式中：ｉ为虚数单位；Ｒｅ（ｓ）为求实部函数；Ｉｍ（ｓ）为
求虚部函数；ａ＝α－１ｎ（Ｅ′）／２Ｔ；α的取值要满足｜ｆ
（ｔ）｜≤Ｍｅａｔ，Ｍ为任意常数，Ｅ′为容许误差，可据需
要取为１０－５～１０－８；Ｔ＝０．８ｔｍａｘ；ｔｍａｘ为欲求的最大
时间，但因为ｔ越接近ｔｍａｘ，收敛越慢，故ｔｍａｘ也可取
为欲求的最大时间的两倍，以保证在所需要的时间

段内计算结果的准确性，当然计算点数须相应扩

大．需要补充说明，当ｔ＝０时，由式（１５）算得的值
应乘以２．式（１５）中无穷级数求和可用欧拉变换
方法或ＦＦＴ法等加速算法提高收敛速度，无穷级数
的求和项数可通过收敛计算确定．若不采用加速算
法，求和项一般需５００项以上才收敛．

２　算例及分析

有关计算参数为：梁的密度ρ＝７．８３×１０３（ｋｇ／
ｍ３），弹性模量 Ｅ＝２．０７×１０２（ＧＰａ），梁长为 Ｌ＝５
（ｍ），梁的截面为Ａ＝０．２×０．３（ｍ２），截面形状系
数κ＝５／６，剪切模量 Ｇ＝Ｅ／［２×（１＋μ）］，其中泊
松比μ＝０．３．撞击体以速度 ｖ＝２（ｍ／ｓ）撞击梁的

正中处，定义撞击体质量与梁的质量比为 η＝ｍρＡＬ
．

两端支承为对称形式，即 ｋ１＝ｋ３和 ｋ２＝ｋ４．定义相

对刚度系数ξ０＝
ｋ０Ｌ

３

ＥＩ，ξ１＝
ｋ１Ｌ

３

ＥＩ和ξ２＝
ｋ２Ｌ

３

ＥＩ．

２．１　各支承形式梁的动力响应
图２为撞击力的时程曲线，从图中可以看出，

图２　不同支承的撞击力

Ｆｉｇ．２　Ｉｍｐａｃｔｆｏｒｃｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｆｏｒｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｕｐｐｏｒｔｓ

两端固支的撞击力峰值最大，撞击时间最短；而两

端为ξ１＝６７．０、ξ２＝０时，其撞击力峰值最小，撞击

时间最长；当ξ１＝６７．０、ξ２＝５３．７时，其撞击力峰值

比两端简单支的大．这说明不同的支承情况，对撞
击力的影响各不相同．一般而言，随着两端支承刚
度的增大，撞击力峰值也增大，撞击时间减小．

图３为撞击点处的横向绝对位移时程曲线，从
图中可以看出，当两端为 ξ１＝６７．０、ξ２＝０时，其绝
对位移ｙａｂｓ的峰值最大；其次为两端简支情况；而当
两端固支时，其ｙａｂｓ的峰值最小．这说明随着两端支
承刚度的增大，撞击点处ｙａｂｓ的峰值减小．

图３　受撞击处梁的绝对位移

Ｆｉｇ．３　Ａｂｓｏｌｕｔｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｈｉｓｔｏｒｉｅｓａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ

图４为撞击点处相对位移时程曲线（相对位移
为绝对位移与端点位移的差值），从图中可以看出，

两端为ξ１＝６７．０、ξ２＝０和两端简支的相对位移ｙｒｅｌ
的峰值相当；而两端为 ξ１＝６７．０、ξ２＝５３．７和两端
固支ｙｒｅｌ的峰值相当．虽然两端固支时，其撞击力峰
值为最大，但其相对位移的峰值则是最小．这说明
了两端边界的抗转刚度对撞击点处的相对位移影

响很大．

图４　受撞击处梁的相对位移

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｈｉｓｔｏｒｉｅｓａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ

图５为撞击点处弯矩时程曲线，从图中可以看
出，其弯矩与相对位移有着相似的特点，即两端为

ξ１＝６７．０、ξ２＝０和两端简支弯矩的峰值相当；而两

端为ξ１＝６７．０、ξ２＝５３．７和两端固支弯矩的峰值相

当．虽然两端固支时，其撞击力峰值为最大，但其弯

矩峰值也是最小．这是由于随着两端边界抗转刚度

的增大，结构由静定结构变为了超静定结构，撞击

９０２
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点的弯矩减小．

图５　受撞击处梁的弯矩

Ｆｉｇ．５　Ｍｏｍｅｎｔｈｉｓｔｏｒｉｅｓａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔ

２．２　参数ξ１对梁动力响应的影响
图６为不同 ξ１的撞击力峰值曲线，从图中可

以看出，随着ξ１的增大，撞击力的峰值都有较小的
增大．但当质量比η＝０．８５时撞击力的增幅比 η＝
０．４３要大，这是由于当η较小时，撞击反力大部分
由梁的惯性力提供，支承反力对撞击力的影响较

小．

图６　不同的撞击力峰值

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｐｅａｋｖａｌｕｅｏｆｉｍｐａｃｔｆｏｒｃｅｆｏｒｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

图７为不同 ξ１撞击点处的位移峰值曲线，从
图中可以看出，随着 ξ１的增大，ｙａｂｓ的峰值有所减
小，而对ｙｒｅｌ的峰值影响不大．这说明了 ξ１的增大，
减小的是支承处的位移，而不是撞击点处的ｙｒｅｌ．

图７　不同受撞击处梁的位移峰值

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｐｅａｋｖａｌｕｅｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔ

图８为不同 ξ１撞击点处的弯矩峰值曲线，从

图中可以看出，撞击点处 Ｍｍａｘ～ξ１的变化关系与
ｙｒｅｌ～ξ１的相似，即ξ１对撞击点处的Ｍｍａｘ影响不大．

图８　不同受撞击处梁的弯矩峰值

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｐｅａｋｖａｌｕｅｏｆｍｏｍｅｎｔａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

２．３　参数对梁动力响应的影响
图９为不同 ξ２的撞击力峰值曲线，从图中可

以看出，随着ξ２的增大，撞击力的峰值都有一定程
度的增大．当η＝０．８５、ξ０＝１３．４时，撞击力的增幅
最大，其次是当 η＝０．８５、ξ０＝６．７时的情况．这说
明了随着 η和 ξ０的增大，ξ２对撞击了的影响也越
大．

图９　不同的撞击力峰值

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｐｅａｋｖａｌｕｅｏｆｉｍｐａｃｔｆｏｒｃｅｆｏｒｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

图１０　不同受撞击处梁的位移峰值

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｐｅａｋｖａｌｕｅｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

图１０为不同ξ２撞击点处的位移峰值曲线，从
图中可以看出，随着ξ２的增大，虽然撞击力峰值有
所增大，但ｙａｂｓ和ｙｒｅｌ的峰值都随 ξ２的增大而减小．
这说明当ξ１一定时候，增大 ξ２可以有效减小撞击
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点处的相对位移和绝对位移．
图１１为不同ξ２撞击点处的弯矩峰值曲线，从

图中可以看出，随着ξ２的增大，撞击点处的 Ｍｍａｘ先
是急剧减小，而后趋于平缓．这说明了 ξ２的变化对
撞击点处的Ｍｍａｘ影响较大．

图１１　不同受撞击处梁的弯矩峰值

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｐｅａｋｖａｌｕｅｏｆｍｏｍｅｎｔａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

２．４　轴压力对梁动力响应的影响
图１２为轴压力下撞击点处的横向位移时程曲

线，根据梁的弯曲振动理论的特点，轴向压力可使

梁的频率降低和刚度减小．从图中可以看出，当轴
压力Ｎ＝１００００（ｋＮ）时，ｙａｂｓ和 ｙｒｅｌ的峰值都比无轴
压力时的大，出现峰值的时间都比无轴压力时的

迟．但对于不同的边界条件，轴压力的影响情况是
不一样的．当两端为 ξ１＝６７．０、ξ２＝０时，有轴压力
时的ｙａｂｓ和 ｙｒｅｌ比无轴压力时分别提高３１．９３％和
３０．２３％；而当两端为ξ１＝６７．０、ξ２＝５３．７时，其ｙａｂｓ
和ｙｒｅｌ分别提高４．２２％和８．１８％．由此说明，增加
梁两端的抗转约束，能够减少轴压力对其动力响应

的影响．

图１２　轴压力下受撞击处梁的位移

Ｆｉｇ．１２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｈｉｓｔｏｒｉｅｓａｔｉｍｐａｃｔｐｏｉｎｔｕｎｄｅｒａｘｉａｌｌｙ－ｌｏａｄ

３　结论

（１）本文运用积分变换方法求解了轴向受力
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁在横向低速撞击下的动力方程，综合
考虑了梁端支承的抗推刚度和抗转刚度，可以模拟

实际工程中复杂边界轴向受力梁横向撞击的动力

响应问题．
（２）不同的支承形式对其撞击力有不同程度

的影响，一般而言，撞击力峰值随梁端支承刚度的

增大而增大，撞击时间减小．
（３）提高梁端的抗推刚度，可有效减小支承处

的位移，但对梁跨中的相对位移则影响不大，而提

高梁端的抗转刚度，对支承处位移和梁跨中位移都

能有效减小．
（４）梁端抗推刚度对跨中的弯矩影响不大，而

抗转刚度则是影响较大．
（５）轴向压力可使梁的频率降低和刚度减小，

增大梁端的抗转约束，能够减少轴压力对其动力响

应的影响．
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