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平面薄膜自由振动的有限元分析

林文静　陈树辉
（中山大学工学院应用力学与工程系，广州　５１０２７５）

摘要　构造６节点三角形单元，适合于平面薄膜自由振动的有限元分析．文中采用面积坐标，给出单元的形

函数，根据哈密顿原理建立薄膜自由振动方程，推导其单元刚度矩阵和单元质量矩阵．３个典型算例表明，６

节点三角形单元的计算结果比ＡＮＳＹＳ三角形单元更接近理论解，具有更高的精度．

关键词　平面薄膜振动，　有限元分析，　６节点三角形单元

引 言

薄膜结构在建筑上得到越来越多的应用，薄膜

通过施加预张力实现复杂多变的造型，实现建筑设

计时尚的外观和风格．薄膜结构的受力特点属于典
型的强非线性结构，重量轻，在风荷载作用下产生

风振是薄膜结构主要的破坏形式，因此，研究薄膜

结构的自由振动特性尤其必要．对于平面薄膜结构
自由振动分析，仅有矩形、圆形、等腰直角三角形等

几种规则形状的固有频率和振型有理论解［１４］，因

此，数值分析是研究不同形态的薄膜自由振动不可

缺少的方法．国内有部分文献以数值方法计算膜的
自振特性［５７］，工程应用主要采用 ＡＮＳＹＳ计算．但
是，采用 ＡＮＳＹＳ计算，薄膜的预张力不是预先指
定，而是通过施加温度变化来得到的，对于任意边

界形状和空间的薄膜，用这种方式很难获得张力．
而且，ＡＮＳＹＳ计算自振特性的单元仅限于４节点
矩形单元或３节点三角形单元，计算精度有待提
高．因此，有必要研究新的单元，方便有限元计算，
提高计算精度．文［８］，［９］构造复杂的计算单元对
薄膜结构进行数值分析，文［１０］、［１１］用极坐标单
元和椭圆坐标单元研究圆形膜与椭圆形膜的自由

振动．
本文提出了一种６节点三角形薄膜单元，它可

以提高计算精度．该单元采用面积坐标推导刚度矩
阵和质量矩阵．３个典型算例的计算结果与矩形
膜、等腰直角三角形膜、圆形膜的理论解［１］、［２］、［３］相

比较，６节点三角形单元的计算结果比 ＡＮＳＹＳ的

结果更接近理论解，具有更高的精度．

１　拉格朗日方程

薄膜是指不能抵抗弯曲变形和剪切变形的平

面薄片，它完全依靠张力来平衡垂直荷载．因此，可
设薄膜是一个完全柔性的等厚度薄片，在任何方向

被均匀的拉力张拉着．

图１　薄膜的横向振动
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取ｘｏｙ平面与薄膜变形前的平面一致，ｚ轴垂
直于薄膜平面，构成右手坐标系，如图１所示．记薄
膜单位长度上的张力为Ｔ，单位面积上的质量为ρ，
沿ｚ轴方向的位移为ｗ．

薄膜振动前的表面积为
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振动中处于挠曲后位置时，薄膜的表面积成为
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振动过程中，薄膜的势能为
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根据拉格朗日方程
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经运算可得薄膜自由振动的动力学方程．式中，拉
格朗日函数Ｌ＝Ｕｐ－Ｔｋ．

２　６节点三角形单元

图２所示为６节点三角形单元．为方便单元刚
度矩阵、质量矩阵的计算，我们采用面积坐标．各节
点的直角坐标为（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，，６．面积坐标如
图２所示．

图２　６节点三角形单元

Ｆｉｇ．２　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｅｌｅｍｅｎｔｗｉｔｈ６ｎｏｄｅｓ

面积坐标与直角坐标的关系为

ξｉ＝
１
２Ａｅ
（ａｉ＋ｂｉｘ＋ｃｉｙ），　（ｉ＝１，２，３） （６）

且满足如下关系式

ξ１＋ξ２＋ξ３＝１ （７）

其中，Ａｅ为单元的面积

２Ａｅ＝

１　ｘ１　ｙ１
１　ｘ２　ｙ２
１　ｘ３　ｙ３

（８）

ａｉ，ｂｉ，ｃｉ分别表示行列式（８）第 ｉ行第１，２，３个元

素的代数余子式，（ｘｉ，ｙｉ）分别为第ｉ节点的整体坐

标．

三角形单元的位移模式取为：

ｗ＝Ｎｗｅ （９）
Ｎ＝［Ｎ１　Ｎ２　Ｎ３　Ｎ４　Ｎ５　Ｎ６］ （１０）
ｗｅ＝［ｗ１　ｗ２　ｗ３　ｗ５　ｗ６］ （１１）
其中，

Ｎ１＝２ξ１（ξ１－１／２），Ｎ２＝２ξ２（ξ２－１／２），
Ｎ３＝２ξ３（ξ３－１／２），Ｎ４＝４ξ１ξ２，
Ｎ５＝４ξ２ξ３，Ｎ６＝４ξ１ξ３

于是
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其中，
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由公式（３）、（１３）、（１４），单元体的势能为
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其中，Ｋｅ称为单元刚度矩阵．
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根据积分公式

Ａｅξα１ξβ２ξγ３ｄｘｄｙ＝ α！β！γ！
（α＋β＋γ＋２）！

２Ａｅ （１９）

不难求得Ｋｅ的各个元素．
由公式（４）、（１２），单元体的动能为
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其中，Ｍｅ称为单元质量矩阵，

Ｍｅ＝ρ
Ａｅ

ＮＴＮｄｘｄｙ （２１）

３　频率方程

将公式（１８）、（２１）代入公式（５），再经过运算，
可得薄膜自由振动方程：

Ｍｗ̈＋Ｋｗ＝０ （２２）
其中，Ｋ和Ｍ为薄膜总刚度矩阵和总质量矩阵，它
们分别由单元刚度矩阵 Ｋｅ和单元质量矩阵 Ｍｅ迭

３０２
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加而成，ｗ为薄膜总位移列阵．薄膜的振动频率方
程为：

ＫＡ＝ωＭＡ （２３）
此为广义特征值问题，其特征值为固有频率的平

方，特征向量为振型．可以利用标准程序求解．

４　算例

算例１：计算图３所示的矩型薄膜的固有频
率，其中Ａ＝２．０ｍ，Ｂ＝１．０ｍ，单位长度上张力Ｔ＝
１３８００Ｎ／ｍ，单位面积质量ρ＝７．８０５ｋｇ／ｍ２．数值计
算网格５０×５０，计算单元总数５０００个．

图３　周边固定矩型薄膜的自由振动

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｍｅｍｂｒａｎｅｗｉｔｈｆｉｘｅｄｓｉｄｅｓ

图４　周边固定的等边直角三角形薄膜的自由振动

Ｆｉｇ．４　Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｉｓｏｓｃｅｌｅｓｒｉｇｈｔｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍｅｍｂｒａｎｅ

矩型薄膜自由振动有理论解［１］，其固有频率

ωｍｎ和振型ｗｍｎ为：

ｗｍｎ＝ｍｎｓｉｎ
ｍπｘ
Ａｓｉｎ

ｎπｙ
Ｂ （２４）

ω２ｍｎ＝
π２Ｔ
ρ
（
ｍ２

Ａ２
＋ｎ

２

Ｂ２
） （２５）

ｆ＝ω／（２π） （２６）
表１所示为矩型薄膜自由振动固有频率６节

点三角形有限元的计算结果和理论解的比较．可以
看出，有限元结果非常接近理论解，有限元结果略

大于理论解．这是正确的，因为，根据有限元理论，
有限元法计算所得的固有频率是实际频率的上限．
６节点三角形有限元的计算结果比 ＡＮＳＹＳ更精
确．

算例２：计算图４所示的等腰三角形薄膜的固

有频率及其相应的振型．其中，边长Ａ＝１．０ｍ，膜张
力和质量数据同算例１．数值计算网格５０×５０，计
算单元总数２５００个．

表１　周边固定矩型薄膜自由振动的

前８个固有频率和固有振型

Ｔａｂｌｅ１　Ｌｏｗｅｓｔ８ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ

ｏｆｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｍｅｍｂｒａｎｅｗｉｔｈｆｉｘｅｄｓｉｄｅｓ

ｍｎ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＡＮＳＹＳ
ｍｅｓｈ＝
５０×５０

６－ｎｏｄｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｍｅｓｈ＝５０×５０

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

６－ｎｏｄｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ

１１ ２３．５０６０ ２３．５１０ ２３．５０６０

２１ ２９．７３３０ ２９．７４５ ２９．７３３０

３１ ３７．９０２ ３７．９４３ ３７．９０２３

１２ ４３．３４２９ ４３．３７０ ４３．３４２９

２２ ４７．０１１９ ４７．０４３ ４７．０１２０

４１ ４７．０１１９ ４７．１１３ ４７．０１２１

３２ ５２．５６０９ ５２．６１１ ５２．５６１１

５１ ５６．６０９９ ５６．８１２ ５６．６１０３

等腰直角三角形薄膜自由振动有理论解［２］，其

固有频率ωｍｎ和振型Φｍｎ为：

Φｍｎ＝ｓｉｎ［
π
Ａ（ｍ＋ｎ）ｘ］ｓｉｎ（

π
Ａｎｙ）－

　（－１）ｍｓｉｎ［πＡ（ｍ＋ｎ）ｙ］ｓｉｎ（
π
Ａｎｘ） （２７）

Ω２ｍｎ＝（
π
Ａ）

２［（ｍ＋ｎ）２＋ｎ２］ （２８）

ωｍｎ＝Ωｍｎ Ｔ／槡 ρ （２９）

图５　周边固定的圆形薄膜的自由振动

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｃｉｒｃｕｌａｒｍｅｍｂｒａｎｅｗｉｔｈｆｉｘｅｄｓｉｄｅｓ

表２所示为等腰直角三角形薄膜自由振动固
有频率和固有振型有限元的数值结果和理论解的

４０２
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比较．可以看出，有限元数值结果非常接近理论解，
有限元结果略大于理论解．６节点三角形有限元的
计算结果比ＡＮＳＹＳ更精确．

算例３：计算图５所示的圆形薄膜的固有频率
及其相应的振型．其中，半径 ｌ＝１．５ｍ，膜张力和单
位面积质量数据同算例１．单元划分方法：沿半径
方向等分ｎ份，每份长度为ｌ／ｎ，再以ｌ／ｎ长度在圆
周方向等分节点，从最外侧圆环向内圆环划分单

元．本计算取ｎ＝３０，单元总数５７６０．
周边固定的圆形薄膜的自由振动有理论解［３］，

固有圆频率ωｍｎ和振型Φｍｎ为

ｍｎ（ｒ，θ）＝Ｊｍ（β
（ｎ）
ｍ
ｒ
ｌ）ｓｉｎ（ｎθ＋ψ） （３０）

ωｍｎ＝β
（ｎ）
ｍ ·

ｃ
ｌ （３１）

β（ｎ）ｍ 是第一类贝塞尔函数，方程 Ｊｎ（λｌ）的第 ｍ个
零点。

表２　周边固定等腰直角三角形薄膜自由振动的

前８个固有频率和固有振型

Ｔａｂｌｅ２　Ｌｏｗｅｓｔ８ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ

ｏｆｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍｅｍｂｒａｎｅｗｉｔｈｆｉｘｅｄｓｉｄｅｓ

ｍｎ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＡＮＳＹＳ
ｍｅｓｈ＝
５０×５０

６－ｎｏｄｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｍｅｓｈ＝５０×５０

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

６－ｎｏｄｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ

１１ ６０．６９２１ ６０．７３２ ６０．６９２２

２１ ８５．８３１７ ８５．９４２ ８５．８３１８

１２ ９７．８６３１ ９８．０２６ ９７．８６３３

３１ １１１．９１０８ １１２．１５ １１１．９１１２

２２ １２１．３８４３ １２１．７０ １２１．３８５１

１３ ３５．７１１８ １３６．１５ １３５．７１２８

４１ １３８．３９９４ １３８．８６ １３８．４００５

３２ １４６．１６６０ １４６．７１ １４６．１６７８

表３　周边固定圆形薄膜自由振动的

前１２个固有频率和固有振型

Ｔａｂｌｅ３　Ｌｏｗｅｓｔ１２ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ

ｏｆｃｉｒｃｕｌａｒｍｅｍｂｒａｎｅｗｉｔｈｆｉｘｅｄｓｉｄｅｓ

ｍｎ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

６－ｎｏｄｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

６－ｎｏｄｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ

１０ １３．８５１３ １３．８５２５

１１ ２２．０６９８ ２２．０７１８

１２ ２９．５８０１ ２９．５８２８

２０ ３１．７９４５ ３１．７９７４

１３ ３６．７４８４ ３６．７５１７

２１ ４０．４０８３ ４０．４１２０

２２ ４８．４８１５ ４８．４８６１

１５ ５０．５２１９ ５０．５２６６

２３ ５６．２２１４ ５６．２２６９

１６ ５７．２２９９ ５７．２３５４

３１ ５８．５９７０ ５８．６０２８

２４ ６３．７３０４ ６３．７３６８

表３所示为周边固定圆形薄膜自由振动的前

１２个固有频率和固有振型有限元的数值结果和理

论解的比较．可以看出，有限元数值结果非常接近

５０２
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理论解，有限元结果略大于理论解．

５　结论

本文提出６节点三角形有限元单元，适合于平
面薄膜自由振动的有限元分析，可以方便地计算平

面薄膜的固有频率及其相应的振型，也可以方便地

应用于空间膜结构的自由振动分析．３个典型算例
表明，６节点三角形单元的计算结果比 ＡＮＳＹＳ三
角形单元更接近理论解，具有更高的精度．
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