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弹塑性梁系统的动力学特性研究

石望　刘锦阳
（上海交通大学船舶海洋与建筑工程学院，上海　２００２４０）

摘要　研究了弹塑性梁系统的动力学特性．从弹塑性梁的非线性本构关系出发，同时考虑几何非线性，用虚

功原理建立单个梁的动力学变分方程，利用假设模态法离散．在此基础上引入运动学约束关系，建立了弹塑

性梁系统的刚柔耦合动力学方程．对重力作用下的柔性单摆和双摆数值仿真结果表明，塑性应变引起横向

变形绝对值增大和横向振动振幅衰减，在角加速度突变时塑性效应最为显著．

关键词　弹塑性梁系统，　非线性本构关系，　动力学

引 言

目前，机械系统各部件的弹塑性动力学问题已

经引起工程界的重视．例如，在受冲击载荷作用时，
汽车的某些柔性部件会产生弹塑性变形，其特点是

当载荷卸去之后柔性部件存在不可恢复的永久变

形，在卸载的情况下，应力和应变之间不再存在唯

一的对应关系，需要考虑弹塑性效应，建立柔性多

体系统在冲击载荷作用下的更加精确的动力学模

型，以实现汽车碰撞过程的动力学仿真．此外，人体
在汽车碰撞过程中，某些致伤部位的损伤机理分析

也是目前需要解决的问题．由此可见，弹塑性多体
系统动力学的研究具有重要的工程应用前景．

近二十年来，柔性多体系统动力学建模理论研

究取得了较大的进展．１９８７年，Ｋａｎｅ［１］在动力刚化
实验中发现传统的混合坐标方法由于忽视了应变
位移关系式中的二次项，实际上是零次近似方法，

在处理高速旋转的悬臂梁动力学问题时失效，此

后，国外学者对动力刚化问题开展了研究，提出了

子结构法［２］
!

初应力法［３］，一次近似混合坐标方

法［４］和绝对节点坐标法［５］，为解决大型复杂结构

动力学问题提供了理论依据．以上研究工作考虑了
柔性多体系统的几何非线性效应，但是建模理论是

基于线性的本构关系，没有进一步对柔性多体系统

的材料非线性问题开展研究．
目前，国内外对弹塑性多体系统动力学研究才

刚起步．Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ［６］等建立了作旋转运动弹塑性梁

的动力学模型，用假设模态法进行离散，研究了在

角速度已知的情况下弹塑性应变对梁的振动特性

的影响．在此基础上，Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ［７］等进一步研究作
自由旋转运动单摆的动力学性态，考虑弹塑性变形

和刚体运动的耦合，研究了弹塑性应变对系统刚
柔耦合动力学特性的影响，然后又将弹塑性问题研

究从平面梁推广到平面板．以上研究工作基于线弹
性假设，没有考虑几何非线性效应，需要在前人研

究的基础上同时考虑几何非线性和材料非线性，建

立更加精确的动力学模型，并且将建模方法推广应

用到多体系统．
本文基于弹塑性梁的非线性本构关系和非线

性应变位移关系，用虚功原理建立了单柔性梁的
动力学变分方程，利用假设模态法离散．在此基础
上引入运动学约束关系建立了弹塑性多体系统的

动力学方程．首先对柔性单摆进行数值仿真，将计
算结果与前人结果进行比较验证本文模型的正确

性，并研究截取模态的阶数对计算结果的影响，然

后，将弹塑性动力学建模方法由单梁推广到梁系

统，研究弹塑性应变对柔性双摆的动力学特性的影

响．

１　梁变形的描述

平面柔性梁如图１所示，建立惯性基ｅ０１ｅ
０
２和柔

性梁的浮动基ｅｂ１ｅ
ｂ
２．设ｒ０为浮动基原点关于惯性基

的位置向量在惯性基下的坐标阵，θ为浮动基关于
惯性基的姿态角，梁中线上任意一点ｋ相对惯性基
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的位置向量在惯性基下的坐标阵为

图１　作大范围运动的弹塑性梁

Ｆｉｇ．１　Ａｎｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｂｅａｍｕｎｄｅｒｇｏｉｎｇｌａｒｇｅｏｖｅｒａｌｌｍｏｔｉｏｎ

ｒ＝ｒ０＋Ａ（ρ
′
０＋ｕ

′） （１）

其中，Ａ＝
ｃｏｓθ　－ｓｉｎθ
ｓｉｎθ　 ｃｏｓ[ ]θ 为ｅｂ１ｅ

ｂ
２关于ｅ

０
１ｅ
０
２的方向余

弦阵，ρ′０＝［ｘ　０］
Ｔ为变形前 ｋ相对于浮动基的位

置向量在浮动基下的坐标阵，ｕ′＝［ｕ１　ｕ２］
Ｔ为点

ｋ的变形位移在浮动基下的坐标阵，其中，ｕ１和 ｕ２
分别为ｋ的纵向变形和横向变形．考虑几何非线性
效应，梁轴线上的任意一点 ｋ的纵向变形 ｕ１和轴

向伸长量ｓ的关系为［４］

ｕ１ ＝ｓ－
１
２∫

ｘ

０
（ｕ２／ξ）

２ｄξ （２）

用假设模态法进行离散，ｓ和ｕ１分别可以通过
形函矩阵１（ｘ）和２（ｘ）表达为

ｓ＝１（ｘ）ｐ，　ｕ２＝２（ｘ）ｐ （３）
其中，ｐ为模态坐标阵．将（３）式代入（１）式和（２）
式，得到

ｒ＝ｒ０＋Ａ（ρ
′
０＋ｕ

′），ｕ′＝
１
[ ]
２

ｐ－１２
ｐＴＨｐ
　[ ]０ （４）

其中，Ｈ＝∫
ｘ

０
（２／ξ）

Ｔ（２／ξ）ｄξ．将（４）式求

变分得到：

δｒ＝δｒ０＋δθＡＩ
～
（ρ′０＋ｕ

′）＋Ａδｕ′ （５）

其中 Ｉ
～
＝
０　－１[ ]１　 ０

，将（４）式对时间求二阶导数得

到：

ｒ̈＝̈ｒ０＋θ
¨
ＡＩ
～
（ρ′０＋ｕ

′）＋Ａ̈ｕ′－

　θ
·２（ρ′０＋ｕ

′）＋２θ
·

ＡＩ
～
ｕ′ （６）

２　计算广义质量阵和力阵

基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ假设，不计剪切变形，由
虚功原理，平面梁的动力学变分方程为：

∫ＶδｒＴ（－ρ̈ｒ）ｄＶ－∫ＶδεＴｘｘσｘｘ ＝０ （７）

其中ｆ＝［ｆ１　ｆ２］
Ｔ是体力向量在惯性基下的坐标

阵，平面梁的非中线上任意一点的纵向变形 ｕ１ 和

横向变形ｕ２ 与中线上对应点的纵向变形 ｕ１和横

向变形ｕ２的关系为：

ｕ１ ＝ｕ１－ｙ
ｕ２
ｘ
＝ｓ－１２∫

ｘ

０
（ｕ２／ξ）

２ｄξ－

　ｙ
ｕ２
ｘ
，ｕ２ ＝ｕ２ （８）

由上式，该点沿ｘ方向的应变可表示为：

εｘｘ＝
ｕ１
ｘ
＋１２（

ｕ２
ｘ
）２＝ｓ
ｘ
－ｙ
２ｕ２
ｘ２
＝
１
ｘ
ｐ－
２２
ｘ２
ｐ

（９）

弹塑性应力与应变关系式为：

σｘｘ＝Ｅ（εｘｘ－ε
ｐ
ｘｘ） （１０）

其中Ｅ是弹性模量，εｐｘｘ是塑性应变．
将式（４），（５），（６），（９）和（１０）代入（７），基于

小变形假设，不计动力学方程中变形坐标阵ｐ的二
次以上项，动力学变分方程为：

δｑＴ（－Ｍｑ̈＋Ｑ）＝０ （１１）

其中，ｑ＝［ｒＴ０　θ　ｐ
Ｔ］Ｔ为广义坐标阵．设 ｂ和 Ｓ表

示梁的宽度和横截面积，广义质量阵和广义力阵为：

Ｍ＝

Ｍｒｒ　Ｍｒθ　Ｍｒｐ
Ｍθｒ　Ｍθθ　Ｍθｐ
Ｍｐｒ　Ｍｐθ　Ｍ









ｐｐ

，　Ｑ＝

Ｑｒ
Ｑθ
Ｑ









ｐ

（１２）

Ｍｒｒ＝∫ＶρＩｄＶ＝ρＳｌＩ，
Ｍθｒ＝Ｍ

Ｔ
ｒθ＝［－Ｙ２ｐ　Ｅ１＋Ｙ１ｐ］Ａ

Ｔ （１３）

Ｍｐｒ＝Ｍ
Ｔ
ｒｐ＝［Ｙ

Ｔ
１－Ｃｐ　Ｙ

Ｔ
２］Ａ

Ｔ，

Ｍθθ＝Ｊ１１＋２Ｚ１１ｐ （１４）

Ｍｐθ＝Ｍ
Ｔ
θｐ＝（Ｗ２１－Ｗ１２）ｐ＋Ｚ

Ｔ
１２，Ｍｐｐ＝Ｗ１１＋Ｗ２２ （１５）

Ｑｒ＝２θ
·Ａ

Ｙ２ｐ

－Ｙ１
[ ]ｐ＋θ·２Ａ

Ｅ１＋Ｙ１ｐ

　Ｙ２
[ ]ｐ

＋Ｖｆ （１６）

Ｑθ＝－２θ
·Ｚ１１ｐ＋

１
ρ
［－ｆ′１Ｙ２ｐ＋ｆ

′
２（Ｅ１＋Ｙ１ｐ）］（１７）

Ｑｐ＝－２θ
·
（Ｗ２１－Ｗ１２）ｐ＋θ

·２ＺＴ１１－［Ｋｆ－θ
·２（Ｗ１１＋

　Ｗ２２）］ｐ＋
１
ρ
（ｆ′１Ｙ

Ｔ
１＋ｆ

′
２Ｙ
Ｔ
２）－θ

·２Ｄｐ－１
ρ
ｆ′１Ｃｐ＋ｆｐ

（１８）

其中，各常值阵为：

　Ｅ１＝ｂＳ∫
ｌ

０
ρｘｄｘ，Ｊ１１＝ｂＳ∫

ｌ

０
ρｘ２ｄｘ，［ｆ′１　ｆ

′
２］
Ｔ ＝ＡＴｆ

（１９）

８９１
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　Ｗｍｋ ＝ｂＳ∫
ｌ

０
ρＴｍｋｄｘ，　ｍ，ｋ＝１，２ （２０）

　Ｙｋ＝ｂＳ∫
ｌ

０
ρｋｄｘ，Ｚ１ｋ ＝ｂＳ∫

ｌ

０
ρｘｋｄｘ，ｋ＝１，２ （２１）

　Ｃ＝ｂＳ∫
ｌ

０
ρ（ｌ－ｘ）（２／ｘ）

Ｔ（２／ｘ）ｄｘ （２２）

　Ｄ＝１２ｂＳ∫
ｌ

０
ρ（ｌ２－ｘ２）（２／ｘ）

Ｔ（２／ｘ）ｄｘ（２３）

　Ｋｆ＝ｂ∫
ｌ

０
［ＥＳ（１／ｘ）

Ｔ（１／ｘ）＋

　ＥＩ（２／ｘ）
Ｔ（２／ｘ）］ｄｘ （２４）

　ｆｐ＝ｂ∫ＳＥ［（２／ｘ）Ｔ－ｙ（２／ｘ）Ｔ］εｐｘｘｄＳ，Ｉ＝∫Ｓｙ２ｄＳ
（２５）

设平面梁多体系统由 ＮＢ个梁组成，记为 Ｂｉ（ｉ
＝１，…，ＮＢ），Ｍｉ，Ｑｉ，ｑｉ分别为对应于 Ｂｉ的广义质
量阵，广义力阵和广义坐标阵，多体系统动力学变

分方程为：

　∑
ＮＢ

ｉ＝１
δｑＴｉ（－Ｍｉ̈ｑｉ＋Ｑｉ）＝δｑ

Ｔ（－Ｍｉ̈ｑ＋Ｑ）＝０ （２６）

其中，Ｍ＝ｄｉａｇ（Ｍ１，…，ＭＮＢ），Ｑ＝［Ｑ
Ｔ
１，…，Ｑ

Ｔ
ＮＢ］

Ｔ，ｑ

＝［ｑＴ１，…，ｑ
Ｔ
ＮＢ］

Ｔ，为多体系统的广义质量阵，广义

力阵和广义坐标阵．设系统的运动学约束方程为Φ
（ｑ，ｔ）＝０，多体系统封闭的第一类拉格朗日动力学
方程为：

Ｍ　ΦＴｑ
Φｑ　

[ ]０
ｑ̈[ ]λ ＝

Ｑ[ ]γ （２７）

其中，Φｑ＝Φ／ｑ，γ＝－（Φｑｑ）ｑｑ－２Φｑｔｑ－Φｔｔ．

３　塑性应变εｐｘｘ的计算

在理想弹塑性情况下，应力与应变的本构关系

如图２所示，图中，σｙ是屈服应力．

图２　理想弹塑性梁的本构关系

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｆａｐｅｒｆｅｃｔｌｙｅｌａｓｔｏ－ｐｌａｓｔｉｃｂｅａｍ

若令Δｔ为时间步长，εｙ＝
σｙ
Ｅ，则从图中可以看

出，后一时刻的塑性应变εｐｘｘ（ｔ＋Δｔ）可由εｙ、总应变

εｘｘ（ｔ＋Δｔ）和前一时刻的塑性应变ε
ｐ
ｘｘ（ｔ）计算得到．

令ｄε＝εｘｘ（ｔ＋Δｔ）－ε
ｐ
ｘｘ（ｔ），ε

ｐ
ｘｘ（ｔ＋Δｔ）与 ε

ｐ
ｘｘ

（ｔ），εｘｘ（ｔ＋Δｔ）的关系式为：

εｐｘｘ（ｔ＋Δｔ）＝

εｐｘｘ（ｔ），　　　　｜ｄε｜≤εｙ

εｐｘｘ（ｔ）＋ｓｉｇｎ（ｄε）［｜ｄε｜－

　εｙ］，　　　｜ｄε｜≥ε
{

ｙ

（２８）

由于塑性应变 εｐｘｘ与 ｘ和 ｙ坐标有关，在每一

步计算积分式（２５）时，令 ｇ（ｘ，ｙ，ｔ）＝［（１／ｘ）
Ｔ

－ｙ（２／ｘ
２）Ｔ］εｐｘｘ（ｘ，ｙ，ｔ），将梁等分为 ｎ１×ｎ２个

矩形单元，矩形单元中心在浮动基下的坐标为（ｘｉ，
ｙｉ），ｉ＝１，…，ｎｉ，ｊ＝１，…，ｎ２，矩形单元的面积为ΔＳ

＝ΔｌΔｈ＝ｌｈ（ｎ１ｎ２）．积分式（２５）可写成 ｆｐ＝ｂ∑
ｎ１

ｉ＝１
∑
ｎ２

ｊ＝１

Ｅｇ（ｘｉ，ｙｊ，ｔ）ΔＳ．先根据（２８）式计算 ε
ｐ
ｘｘ（ｘ，ｙ，ｔ），然

后求和计算 ｆｐ，再将 ε
ｐ
ｘｘ（ｘ，ｙ，ｔ）储存在全局数组

中，用于计算εｐｘｘ（ｘ，ｙ，ｔ＋Δｔ）．

４　仿真计算

弹塑性单摆如图３所示，将梁从水平位置释放，
在重力作用下摆动，重力加速度ｇ＝９．８１ｍ／ｓ２，杆的参
数：长ｌ＝１ｍ，厚度ｂ和高ｈ均为０．００４ｍ，弹性模量Ｅ
＝２．１×１０１１，密度ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，屈服应力σｙ＝５×

１０６Ｎ／ｍ２．在计算塑性力ｆｐ时取ｎ１＝２０，ｎ２＝１０．

图３　弹塑性单摆示意图

Ｆｉｇ．３　Ｅｌａｓｔｏ－ｐｌａｓｔｉｃｓｉｎｇｌｅｐｅｎｄｕｌｕｍ

梁上任意一点的弯矩的积分式为 Ｍ ＝

ｂ∫
０．５ｈ

－０．５ｈ
σｘｘｙｄｙ．横向变形采用简支－简支梁的模态，

纵向变形采用简支－自由杆的模态，横向与纵向各
取３阶，用变步长Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法求解．

图４为本文模型计算的梁中点弯矩和横向变形
与参考文献［７］结果的比较，从图中可以看出本文的
结果与参考文献基本吻合，从而验证了本文模型的

正确性．参考文献［７］采用的是线性的应变－位移关
系，仅适用于低速转动的情况，而本文采用的是非线

性的应变－位移关系，适用于高速转动的情况．

９９１
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图４　梁中点弯矩与横向变形和参考文献的比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔａｎｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｍｉｄｐｏｉｎｔ

图５为弹性和弹塑性情况下梁中点的横向变
形比较，从图中可以看出，两种情况下振动的频率

基本相同，但是，弹塑性梁的弯矩和变形的平均值

的绝对值都比弹性梁大，弹性情况振动是周期性

的，而弹塑性情况下弯矩和变形的振幅都随时间逐

渐衰减．图６为弹塑性情况下截取１阶和３阶横向
振动模态时梁中点的横向变形比较，实线为取３阶
纵向振动和３阶横向振动模态的横向变形曲线，虚
线为取３阶纵向振动和１阶横向振动模态的横向
变形曲线．可以看出，由于弹塑性引起的附加广义
力ｆｐ的影响，横向振动不再是周期性的，横向振动
模态取１阶时横向变形振幅明显比取３阶要大，由
此可见，计算弹塑性振动时需要截取高阶模态，才

能保证计算精度．

图５　弹性和弹塑性的比较　　　图６　不同模态阶数的比较

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｅｌａｓｔｉｃａｎｄ
ｅｌａｓｔｏ－ｅｌａｓｔｉｃｒｅｓｕｌｔｓ

　Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆｍｏｄｅｓ

弹塑性双摆如图 ７所示，两根梁以旋转铰相
连，均从水平位置释放，在重力作用下运动，两根梁

的物理和几何参数与单摆梁相同．图８为弹性与弹
塑性情况下内梁和外梁上表面中点塑性应变的比

较，可以看出，在相同屈服应力情况下，内梁上表面

中点在重力作用下的塑性应变明显大于外梁．
图９为弹性与弹塑性情况下内梁和外梁角速度

的比较，图１０为外梁中点的弯矩和横向变形分别在
弹性与弹塑性情况下的比较．图９显示，在小变形情
况下，塑性变形对梁的角速度的影响较小．从图１０
可以看出，弹塑性梁的弯矩和横向变形的平均值的

绝对值都比弹性梁大，弹塑性情况下弯矩和横向变

形的振幅都随时间逐渐衰减，从图９可以发现，在ｔ
＝０．６ｓ和ｔ＝０．９１ｓ时，外梁的角加速度变化非常
快，塑性应变达到峰值，此时也最容易产生破坏，因

此，在对梁的设计或研究中，这应该着重考虑．

图７　弹塑性双摆示意图

Ｆｉｇ．７　Ｅｌａｓｔｏ－ｐｌａｓｔｉｃｄｏｕｂｌｅｐｅｎｄｕｌｕｍ

图８　内外梁在ｘ＝ｌ／２，ｚ＝－ｈ／２处的塑性应变比较

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｈｅｐｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｓｏｆｔｗｏｂｅａｍｓａｔｘ＝ｌ／２，ｚ＝ｈ／２

图９　弹性与弹塑性情况下角速度比较

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｈｅａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒｅｌａｓｔｉｃａｎｄｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｃａｓｅｓ

图１０　外梁中点弯矩与横向变形在弹性与弹塑性情况下的比较

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔａｎｄｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ

ｍｉｄ－ｐｏｉｎｔｆｏｒｅｌａｓｔｉｃａｎｄｅｌａｓｔｏ－ｐｌａｓｔｉｃｃａｓｅｓ

５　结论

本文在同时考虑几何非线性和材料非线性情

况下，建立了柔性梁多体系统的动力学模型，并提

００２
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出了计算弹塑性情况下附加广义力两重积分的数

值迭加方法．通过数值计算和结果分析可以得到以
下结论：

（１）塑性应变引起弯矩和横向变形的振幅随
时间衰减，但对振动的频率影响不大．

（２）弹塑性梁弯矩和横向变形的平均值的绝
对值大于弹性梁．

（３）在角加速度发生突变时，弹塑性应变趋近
峰值，弹塑性效应尤其显著，此时材料也最容易产

生破坏，应该引起重视．
（４）为了保证计算精度，对于弹塑性梁，在数

值计算时需要截取横向振动高阶模态．
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