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一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题的直接解法

丁光涛

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　提出求解一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题的新途径；给出由一阶微分方程直接构造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的基本解

法，以及几种与不同的补充条件相对应的特殊解法．举例说明所得结果的应用．
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引 言

力学逆问题是具有重要意义的课题，在力学不

同的发展阶段和不同的科学分支，逆问题的内容也

不同［１３］．对Ｌａｇｒａｎｇｅ力学而言，一种正问题是已知

系统Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，列出系统运动微分方程；对应

的逆问题是已知系统运动微分方程，判断能否表示

成Ｌａｇｒａｎｇｅ方程形式，以及如何构造相应的 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ函数［４７］．对这个逆问题的研究突破了分析

力学的传统观念，创新了 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学理论，拓展

了分析力学应用领域［３，７９］．本文进一步发展［７］中

得到的结果，提出解决一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题一

种新的途径，给出直接从一阶运动微分方程构造一

阶Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的基本解法，以及与多种引入补充

条件相对应的特殊解法．在举例全面说明得到结果

的应用后，讨论了一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题的重要

性和特点．

１　一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统

设系统变量为 ｘα（α＝１，…，２ｎ），Ｌａｇｒａｎｇｅ函

数为

Ｌ＝Ａα（ｔ，ｘ）ｘ
α＋Ｂ（ｔ，ｘ） （１）

式中对同一项重复指标求 α和（下同），系统运动

微分方程—一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ方程为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｘα
－Ｌ
ｘα
＝Ｍαβｘ

β＋Ｎα＝０，

　　　（α，β＝１，…，２ｎ） （２）

其中

Ｍαβ＝
Ａα
ｘβ
－
Ａβ
ｘα

（３）

Ｎα＝
Ａα
ｔ
－Ｂ
ｘα

（４）

对规则系统，满足下列条件

ｄｅｔ（Ｍαβ）≠０ （５）
则由（２）式解得

ｘα＝－ＷαβＮβ （６）

矩阵｛Ｗαβ｝是矩阵｛Ｍαβ｝的逆矩阵，即

ＷαβＭβγ＝δ
α
γ （７）

由（３）式和（４）式，得Ｍαβ、Ｎα满足下列条件：
Ｍαβ＋Ｍβα＝０ （８）
Ｍαβ
ｘγ

＋
Ｍβγ
ｘα

＋
Ｍγα
ｘβ

＝０ （９）

Ｍαβ
ｔ
＝
Ｎα
ｘβ
－
Ｎβ
ｘα

（１０）

设一阶系统运动微分方程为

Ｆα（ｔ，ｘ，ｘ）＝０ （１１）
已经证明，若方程组（１１）是自伴随的，则可表示成
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程形式．（１１）式为自伴随的条件为：

（ｉ）方程组对速度是线性的，即
Ｆα（ｔ，ｘ，ｘ）＝Ｍαβ（ｔ，ｘ）ｘ

β＋Ｎα（ｔ，ｘ） （１２）
（ｉｉ）（１２）式中Ｍαβ和Ｎα满足条件（８）－（１０）．
对自伴随形式的一阶系统（１１），Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

可由下式计算得到

Ｌ（ｔ，ｘ，ｘ）＝－ｘα∫
１

０
Ｆα（ｔ，τｘ，τｘ）ｄτ （１３）

２　一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题的新解法

一阶系统运动微分方程经常写出运动学形式，
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即

ｘα＝ｆα（ｔ，ｘ） （１４）
这种形式的方程往往不是自伴随的，将其变换

成自伴随形式也是困难的．下面将提出一条新的途
径直接从（１４）式导出 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，为此将（１４）
式代入方程组（２），得到

（
Ａα
ｘβ
－
Ａβ
ｘα
）ｆβ＋

Ａα
ｔ
－Ｂ
ｘα
＝０ （１５）

将（１５）式看成确定未知函数 Ａα和 Ｂ的偏微
分方程组，解此方程组得到 Ａα和 Ｂ后，代入（１）式
就导出了系统Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．

（１５）式是２ｎ个一阶偏微分方程构成的方程
组，待求的函数Ａα和Ｂ有个，求解时应引入一个补
充条件，而随着补充条件的不同，形成了不同的特

殊解法．例如，可以对Ｂ作不同的预先假设：
（ｉ）若系统是力学系统，可设Ｂ为某个力学量，

如总能量．事实上，这正是构造一阶系统 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
表示的一种方法［５］．

（ｉｉ）Ｂ＝－Ａαｆ
α （１６）

代入方程（１５），得到确Ａα的方程组

Ａα
ｔ
＋
Ａα
ｘβ
ｆβ＋Ａβ

ｆβ
ｘα
＝０ （１７）

将（１６）式代入（１）式，得到
Ｌ＝Ａα（ｘ

α－ｆα） （１８）

即Ｌ为运动微分方程变系数线性组合［７］．
（ｉｉｉ）利用Ｌａｇｒａｎｇｅ函数规范变换，可以假设
Ｂ＝０ （１９）

代入方程（１５），得到确定Ａα的方程组

Ａα
ｔ
＋（
Ａα
ｘβ
－
Ａβ
ｘα
）ｆβ＝０ （２０）

应该指出，在具体求解时，如何引入补充条件

要根据问题情况而定，除了函数 Ｂ外还可以选择
Ａα中某一个作预先假设，或给出Ａα和 Ｂ间一个关
系式，等等．在下面算例中将引入这样的补充条件．

此外，将方程组（１５）逐个乘以 ｆα，再对 α求
和，由于Ｍαβ的反对称性，得到

（
Ａα
ｔ
－Ｂ
ｘα
）ｆα＝０ （２１）

对方程组（１５）而言，方程（２１）并不是新的独
立方程，但是在具体求解时，可以用方程（２１）代替
方程组（１５）中某一个方程，特别是，假设 Ｂ＝０时，
（２１）式可写成如下简单形式

Ａα
ｔ
ｆα＝０ （２２）

３　算例

以线性阻尼振子

ｑ̈＋γｑ＋ｑ＝０
为例，全面说明前面所导出的结果．

引入新变量ｘ１＝ｑ，ｘ２＝ｑ，由上式得到

ｘ１＝ｆ１＝ｘ２，ｘ２＝ｆ２＝－（γｘ２＋ｘ１） （２３）

设线性阻尼振子一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝Ａ１ｘ
１＋Ａ２ｘ

２＋Ｂ （２４）
代入方程组（１５）得到

－（
Ａ１
ｘ２
－
Ａ２
ｘ１
）（γｘ２＋ｘ１）＋

Ａ１
ｔ
－Ｂ
ｘ１
＝０，

（
Ａ２
ｘ１
－
Ａ１
ｘ２
）ｘ２＋

Ａ２
ｔ
－Ｂ
ｘ２
＝０ （２５）

引入补充条件具体求解：

（ｉ）取Ｂ为线性阻尼振子总能量，即

Ｂ＝１２［（ｘ
１）２＋（ｘ２）２］ （２６）

代入（２５）式得到

－（
Ａ１
ｘ２
－
Ａ２
ｘ１
）（γｘ２＋ｘ１）＋

Ａ１
ｔ
－ｘ１＝０，

（
Ａ２
ｘ１
－
Ａ１
ｘ２
）ｘ２＋

Ａ２
ｔ
－Ｂ
ｘ２
＝０ （２７）

解得

Ａ１＝ｘ
１ｔ－ｅγｔ（ｘ２＋１

γ
ｘ１），Ａ２＝ｘ

２ｔ－１
γ
ｘ２ｅγｔ（２８）

（ｉｉ）　Ｂ＝－（Ａ１ｆ
１＋Ａ２ｆ

２） （２９）
代入（２５）式得到

Ａ１
ｔ
－
Ａ１
ｘ１
ｘ２－
Ａ１
ｘ２
（γｘ２＋ｘ１）－Ａ２＝０

Ａ２
ｔ
＋
Ａ２
ｘ１
ｘ２－
Ａ２
ｘ２
（γｘ２＋ｘ１）＋Ａ－γＡ２１ ＝０ （３０）

解得

Ａ１＝
１
２ｅ

γｔｘ２，　Ａ２＝－
１
２ｅ

γｔｘ１ （３１）

Ｂ＝－１２ｅ
γｔ［（ｘ１）２＋γｘ１ｘ２＋（ｘ２）２］ （３２）

（ｉｉｉ）　Ｂ＝０ （３３）
代入（２５）式得

Ａ１
ｔ
－（
Ａ１
ｘ２
－
Ａ２
ｘ１
）（γｘ２＋ｘ１）＝０，

４９１
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Ａ２
ｔ
＋（
Ａ２
ｘ１
－
Ａ１
ｘ２
）ｘ２＝０ （３４）

解得

Ａ１＝ｅγ
ｔ（ｘ２＋１

γ
ｘ１），　Ａ２＝

１
γ
ｅγｔｘ２ （３５）

顺便指出，将（２３）式中 ｆ１和 ｆ２以及（３５）式中
Ａ１和Ａ２，代入（２２）式，即可验证（２２）式成立．

（ｉｖ）引入新的补充条件，例如
Ａ２＝０ （３６）

代入（２５）式子，得到

Ａ１
ｔ
－（γｘ２＋ｘ１）

Ａ１
ｘ２
－Ｂ
ｘ１
＝０

－
Ａ１
ｘ２
ｘ２－Ｂ
ｘ２
＝０ （３７）

解得

Ａ１＝ｘ
２ｅγｔ，Ｂ＝－１２［（ｘ

１）２＋（ｘ２）２］ｅγｔ （３８）

（ｖ）补充条件还可以其他形式提出，例如
Ａ１＝Ａ２ （３９）

代入（２５）式，得到

－（
Ａ１
ｘ２
－
Ａ１
ｘ１
）（γｘ２＋ｘ１）＋

Ａ１
ｔ
－Ｂ
ｘ１
＝０

－（
Ａ１
ｘ２
－
Ａ１
ｘ１
）ｘ２＋

Ａ１
ｔ
－Ｂ
ｘ２
＝０ （４０）

解得

Ａ１＝Ａ２＝ｘ
２ｅγｔ （４１）

Ｂ＝－１２ｅ
γｔ［（ｘ１）２＋（１－γ）（ｘ２）２］ （４２）

４　结论和讨论

本文提出了直接将一阶系统运动学形式的运

动微分方程（１４）表示成一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程形式的
新途径，给出了从（１４）式运动微分方程导出（１）式
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的基本解法，这种解法不需要把运动
微分方程先化成自伴随方程，而且把以前的一些方

法（见文献［５］和［７］）作为新的基本解法的特殊情
况，具体求解时通过引入不同的补充条件而给出不

同的特殊解法．最后，通过实例全面说明了得到的
结果．

研究一阶Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题具有重要的理
论意义和应用价值，这是因为分析力学中状态空间

的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程是一阶微分方程组［１０］，Ｈａｍｉｌｔｏｎ
方程和Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程也是一阶微分方程组，诸多物

理系统和非物理系统的运动微分方程也是一阶微

分方程．
本文提出的一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题基本解

法具有较大的实用性，这是因为与传统位形空间

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数相比较，一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的结构确
定而且简单，构造这样的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数相当于求解
一阶线性偏微分方程组（１５）式，以确定２ｎ＋１个
函数和Ｂ，而且具体求解时还可以通过引入适当的
补充条件，降低求解的难度．最后指出，本文得到的
结果有助于将分析力学理论和方法应用于其他学

科领域．
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