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含表面裂纹简支梁的非线性振动分析

王洪霞　李学平
（中南大学土木建筑学院，长沙 　４１００７５）

摘要　对含表面裂纹简支梁在大幅振动下的几何非线性进行了理论分析，从建立了梁的非线性振动的半解

析解．用Ｒａｙｌｅｉｇｈ方法将振型函数表示为线性模型振型函数的组合，建立了梁非线性振动的第一阶振型函数

的显式表达式，数值模拟计算了不同的裂纹深度和给定不同第一函数系数ａ１对梁最大位移的影响．建立的

显式方程简单，易于工程应用．

关键词　裂纹梁，　几何非线性，　固有频率，　非线性振型

引言

对于裂纹梁的振动分析，多采用线性模型［１２］．
随着高性能材料的发展和厚度较薄结构的大量出

现，此类结构在大幅振动的工作环境下，当疲劳［３］

裂纹产生时，将对结构的整体安全性构成威胁．为
确保结构具有足够的疲劳寿命，较薄结构在大幅振

动下的几何非线性分析就很有必要．
本文应用半解析方法讨论了含表面裂纹简支

梁在大幅振动下的几何非线性振型和频率，数值模

拟计算了不同的裂纹深度和给定不同第一函数系

数ａ１对梁最大位移的影响．得到了梁的第一阶非

线性振型的显式表达式［４５］，可应用于工程实际．

１　理论分析

１．１　Ｒａｙｌｅｉｇｈ方法计算梁的基频
在没有外力作用下的Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理：

δ∫
２π／ω

０
（Ｖ－Ｔ）ｄｔ＝０ （１）

Ｔ－动能；Ｖ－总应变能（Ｖａ＋Ｖｂ）；Ｖａ－轴向应
变能；Ｖｂ－弯曲应变能．位移：ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ｘ）ｓｉｎωｔ
＝ａｉｗｉ（ｘ）ｓｉｎωｔ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

Ｖｂ＝
１
２ａｉａｊｋｉｊｓｉｎ

２（ωｔ）

Ｖａ＝
１
２ａｉａｊａｋａｌｂｉｊｋｌｓｉｎ

４（ωｔ）

Ｔ＝１２ω
２ａｉａｊｍｉｊｃｏｓ

２（ωｔ）

将Ｖａ、Ｖｂ和Ｔ代入（１）化简，并对 ａｉ求导取零，得
到下列矩阵式：

２［Ｋ］｛Ａ｝＋３［Ｂ｛Ａ｝］｛Ａ｝＝２ω２［Ｍ］｛Ａ｝ （２）
其中［Ｋ］为 ｋｉｊ组成刚度矩阵，［Ｍ］为 ｍｉｊ组成质量
矩阵，｛Ａ｝为未知函数系数 ａｉ组成的向量，非线性
项为［Ｂ｛Ａ｝］＝ａｋａｌｂｉｊｋｌ．

将（２）式左乘｛Ａ｝Ｔ，得到

ω２＝
｛Ａ｝Ｔ［Ｍ］｛Ａ｝＋３２｛Ａ｝

Ｔ［Ｂ｛Ａ｝］｛Ａ｝

｛Ａ｝Ｔ［Ｍ］｛Ａ｝
（３）

而由能量方程Ｖｍａｘ＝Ｔｍａｘ，得到

ω２＝｛Ａ｝
Ｔ［Ｍ］｛Ａ｝＋｛Ａ｝Ｔ［Ｂ｛Ａ｝］｛Ａ｝

｛Ａ｝Ｔ［Ｍ］｛Ａ｝
（４）

在已查阅的文献［４］中，通过数值计算表明
（３）和（４）式对计算结果的影响不大，误差在５．４％
以内．因此，选择（４）式作为的几何非线性频率的
求解公式．
１．２　应用于含裂纹简支梁的振动分析

图１　裂纹梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｃｒａｃｋｅｄｂｅａｍ

如图１所示假设裂纹梁在弯矩 Ｍｆ的作用下，
裂纹位置在 ｘ０，其几何和材料特征值为截面面积
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Ｓ，梁长度Ｌ，高度ｈ，宽度 ｂ，惯性矩 Ｉ，梁的密度 ρ，
泊松比γ，弹性模量Ｅ０．在振幅作用下的，产生的应
变能包括弯曲应变能、轴向应变能和在裂纹位置产

生的应变能ＶＣ以及动能．表示如下：
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其中：Ｋｆ＝
１
Ｃ，Ｃ由裂纹产生的弹性转动系数．采用

无量纲的形式，量纲比为（表示无量纲）：
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因此，
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其中，βα（采用矩形截面，借助文献［３］导出，是关
于裂纹深度的函数）．将以上式子代入（２）得：

在研究中，带有疲劳裂纹梁的非线性自由振动

位移ｗ的解析式被引入一种新的系列函数标准，这
一系列函数被称为裂纹梁函数（“ｃｒａｃｋｂｅａｍｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓ”简称“ＣＢＦ”）．
１．３　裂纹梁函数的建立

以带有边界表面裂纹的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁分析
模型，将含有裂纹的梁的振动问题转化为由弹性铰联

结两个弹性梁的振动问题［１－２］．弯曲梁振动公式：

ＥＩｚ
４Ｗ
ｘ４
＋ρｓ

２Ｗ
ｔ２
＝０ （６）

由于裂纹的存在，在裂纹ｘ＝ｘ０的左右两边建立两
个函数．设Ｗｉ（ｘ，ｔ）＝ｗｉ（ｘ）Φ（ｔ）
其中：Φ（ｔ）＝ａｅｘｐ［ｊ（ωｔ＋φ）］，可得：

ｗ（ｎ）ｉ （ｘ）＝Ａ
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其中：ｋ（ｎ）４＝ρｓω
（ｎ）２

ＥＩ，ｎ指第ｎ阶振型．

由（１）边界条件：
ｘ＝０处ｗ１（０）＝０，ｗ

＂
１（０）＝０

ｘ＝Ｌ处ｗ＂２（ｌ）＝０，ｗ
＂
２（ｌ）＝０

（２）内部连续条件：ｘ＝ｘ０处

ｗ１（ｘ０）＝ｗ２（ｘ０），ｗ
＂
１（ｘ０）＝ｗ

＂
２（ｘ０），ｗ１（ｘ０）＝

ｗ２（ｘ０）
（３）相容条件

ｗ＂１（ｘ０）＝
１
βｌ
（ｗ′２（ｘ０）－ｗ

′
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得到关于 Ａ（ｎ）ｉ ，Ｂ
（ｎ）
ｉ ，Ｃ

（ｎ）
ｉ ，Ｄ

（ｎ）
ｉ （ｉ＝１，２）的齐次方

程．令行列式等于零，得到 ｋ（ｎ）．最后，在给定裂纹

深度和位置时，可得到：Ａ（ｎ）ｉ ，Ｂ
（ｎ）
ｉ ，Ｃ

（ｎ）
ｉ ，Ｄ

（ｎ）
ｉ （ｉ＝１，

２），从而得到裂纹梁函数（简称“ＣＢＦ”函数）．

２　裂纹简支梁第一阶非线性振型

因为（２）式迭代求解是比较繁琐的．从文献

［３］迭代计算结果表明，对于｛Ａ｝Ｔ＝［ａ１，ａ２，…，

ａｎ］，除ａ１以外其他项都比较小，所以我们可以忽

略（２）中 ａｉａｊａｋｂ１ｊｋｌ次要的项．又因为利用线性 ＣＢＦ
得到的刚度和质量矩阵是对角矩阵．因此，可以在
给定ａ１（也就是我们以后要求显示方程的第一函
数系数）的情况下，忽略（２）式中的一些次要项，将
式简化为：

（ｋｒｒ－ω
２ｍｒｒ）ａｒ＋

３
２ａ

３
１ｂ１１１ｒ＝０

　　　（ｒ＝２，３，…，ｎ） （８）
另一方面，采用单自由度得到的非线性 ω：ω２＝

ｋ１１
ｍ１１
＋
ｂ１１１１
ｍ１１
ａ２１代入（８）式，可得：

ａｒ＝
３ａ３１ｂ１１１ｒ

２（ｋ１１＋ａ
２
１ｂ１１１１

ｍｒｒ
ｍ１１－ｋｒｒ

）

　（ｒ＝２，３，…，ｎ） （９）

由此，在给定第一个函数系数ａ１的情况下，可
得到第一阶非线性振型显式方程式为：

　ｗｎ／１（ｘ，ａ１）＝ａ１ｗ１（ｘ）＋∑
ｎ

ｒ＝２

３ａ３１ｂ１１１ｒ

２（ｋ１１＋ａ
２
１ｂ１１１１）

ｍｒｒ
ｍ１１
－ｋｒｒ

３　数值算例

带有裂纹的简支梁，梁的几何尺寸及材料常数

８７１
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为：Ｅ＝２００Ｇｐａ，ρ＝７８５０ｋｇ／ｍ３，ｈ＝１０ｍｍ，ｂ＝
２０ｍｍ，Ｌ＝３００ｍｍ．
３．１　裂纹梁计算结果

当裂纹在 ｘ０／Ｌ＝０．５处，裂纹深度分别为 ａ／ｈ

＝０．１，０．３，０．５．通过数值分析计算求解得的结果
如下：

（１）含表面裂纹的简支梁无量纲固有频率随
裂纹深度增加的变化情况见表１．结论如下：随着
裂纹深度的增加对于２ｒ（ｒ＝１－ｎ）阶裂纹梁的固有
频率几乎等于无裂纹梁的固有频率［６］，而２ｒ＋１（ｒ
＝０－ｎ）阶裂纹梁的固有频率是随裂纹深度的增加
逐渐变小［７－８］．在结构动力学［９］计算分析中，与我

们分析的图形对比，在裂纹位置处振型变化较尖

锐，对于奇数阶为正对称函数而偶数阶为反对称函

数．由表１可知，偶数阶的固有频率基本不变（即曲
率模态振型的零点位置［１０］），所以我们选择正对称

函数来进行显示方程的求解［６］．表１
表１　含表面裂纹简支梁无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｎｏｎ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆ

Ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍｗｉｔｈａｎｅｄｇｅｃｒａｃｋ

ｎ
Ｃｒａｃｋｄｅｐｔｈａ／ｈ

０ ０．１ ０．３ ０．５ ０．８
１ ３．１４１５ ３．１１６３ ２．８９６６ ２．４１６３ １．２５３１
２ ６．２８３１ ６．２８３１ ６．２８３１ ６．２８３１ ６．２８３１
３ ９．４２４７ ９．３５０９ ８．８４７３ ８．２６４３ ７．８７９６
４ １２．５６６３ １２．５６６３ １２．５６６３ １２．５６６３ １２．５６６３
５ １５．７０７９ １５．５８７９ １４．９１９４ １４．３９８０ １４．１５１９
６ １８．８４９５ １８．８４９５ １８．８４９５ １８．８４９５ １８．８４９５
７ ２１．９９１１ ２１．８２７２ ２０．０６１５ ２０．６１０６ ２０．４３０６
８ ２５．１３２７ ２５．１３２７ ２５．１３２７ ２５．１３２７ ２５．１３２７

（２）裂纹深度不同对裂纹梁振型的影响

图２　不同裂纹深度下的第一阶振型比较

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ

ｆｏｒｖａｒｉｏｕｓｃｒａｃｋｓｄｅｐｔｈｓ

由图２知，随裂纹深度增加，对裂纹梁振型的
影响逐渐变大．

图３　在ａ／ｈ＝０．１时第１、３、５和７阶裂纹梁振型

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔ、ｔｈｉｒｄ、ｆｉｆｔｈａｎｄｓｅｖｅｎｔｈ－ｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ

ｏｆａｃｒａｃｋｂｅａｍｉｎｃａｓｅｏｆａ／ｈ＝０．３

裂纹梁函数是在满足边界条件、内部连续条件

和相容条件下引入的，所以在裂纹深度不大的情况

下，带有裂纹的梁与无裂纹梁的振型是差不多的．
如图３所示，在 ａ／ｈ＝０．１时奇数阶的振型．而图２
表明在ａ／ｈ＝０．５时，裂纹对振型的影响尤为明显，
主要是因为裂纹深度越大对裂纹处的局部刚度就

越大，从而影响着ＣＢＦ函数系数的求解．
３．２　显式方程计算结果

（１）非线性频率随给定不同第一个函数系数

ａ１的变化情况
表２　非线性振动频率的比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ａ１
Ｃｒａｃｋｄｅｐｔｈａ／ｈ

０．１ ０．３ ０．５
０．０５ ９．６５１９ ７．８１３４ ４．８８５８
０．２ ９．９３４１ ８．２１５９ ６．１０６７
０．３ １０．２９８３ ８．７２３７ ７．４２８７
０．４ １１．３８５７ １０．１７９９ １０．６０４１

可知，随着给定第一个函数系数ａ１的增大，由

ω２＝
ｋ１１
ｍ１１
＋
ｂ１１１１
ｍ１１
ａ２１得到的非线性频率也是增加．

（２）第一阶非线性振型参数
表３　在ａ／ｈ＝０．１时简支梁第一阶非线性振型参数

Ｔａｂｌｅ３　Ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ａＳｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍｉｎｃａｓｅｏｆａ／ｈ＝０．１

Ｗｍａｘ ａ１ ａ３ ａ５ ａ７
２．０３２９ｅ－０１ ０．２ ７．０３９８ｅ－０６７．１３６８ｅ－０６－１，００７４ｅ－０５
３．０３６１ｅ－０１ ０．３ ２．３８７２ｅ－０５２．４０９８ｅ－０５－３．４００２ｅ－０５
４．０４８４ｅ－０１ ０．４ ５．６４５２ｅ－０５５．７１１１ｅ－０５－８．０６０２ｅ－０５

可见，给定第一个函数系数 ａ１较其余函数系
数要大，这与理论假设一致；并且随着 ａ１的增大，
裂纹梁产生的最大位移也逐渐变大．
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表４　在ａ／ｈ＝０．３时简支梁第一阶非线性振型参数

Ｔａｂｌｅ４　Ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｏｆａＳｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍｉｎｃａｓｅｏｆａ／ｈ＝０．３

Ｗｍａｘ ａ１ ａ３ ａ５ ａ７
５．６７８４ｅ－０２ ０．０５ －２．７１８６ｅ－０６３．１１７２ｅ－０９－５．５９５５ｅ－０８
２．２６９１ｅ－０１ ０．２ －１．７４２３ｅ－０４１．９９５３ｅ－０７－３．５８１２ｅ－０６
３．３９８９ｅ－０１ ０．３ －５．８９０８ｅ－０４６．７３５６ｅ－０７－１．２０８７ｅ－０５
４．５２３１ｅ－０１ ０．４ －１．３９９８ｅ－０３１．５９７０ｅ－０６－２．８６５３ｅ－０５

（３）含裂纹梁显示方程与无裂纹梁振型的比
较如下：

图４　简支梁的线性与非线性的第一阶振型比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒａｎｄｔｈｅｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒｆｉｒｓｔｍｏｄｅｓｈａｐｅ

ｆｏｒａｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

由图４我们可知，（１）在给定第一个函数系数
ａ１不变的情况下，随着裂纹深度的增加，最大位移
也增大；非线性函数的振型由缓变陡，并在裂纹位

置变化比较尖锐，在靠近边界时，非线性振型较线

性振型变化小，而越靠近裂纹位置处非线性振型较

线性振型大．（２）在裂纹深度一定的条件下，随着
给定第一个函数系数 ａ１的增大，非线性函数曲率
变大，并且最大位移也增大．

４　结 论

本文建立含表面裂纹简支梁几何非线性振动

分析模型，一方面由边界条件、内部连续条件及相

容条件建立的裂纹梁函数；另一方面在裂纹梁函数

的基础上，忽略次要项建立第一阶显式方程．主要
分析结果有：

１）随裂纹深度的增加，裂纹梁的固有频率会减
小；但是在偶数阶会出现其频率几乎等于对应的线

性自振频率．

２）由本文得到的非线性第一阶振型显式方程
的分析结果如下：①、在裂纹深度不变的情况下，最
大位移随着给定第一个函数系数 ａ１的增大也变
大．②、在给定第一个函数系数 ａ１不变的情况下，
最大位移随着裂纹深度的增加也变大，并且非线性

振型的变化是由缓变陡，并在裂纹位置变化比较尖

锐．
３）得到的第一阶显式方程，参数较少，对于工

程的应用较为方便．
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