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柱坐标系下正则方程的八节点等参元列式

卿光辉　但敏　郭巧荣
（中国民航大学航空工程学院，天津　３００３００）

摘要　结合弹性材料修正后的Ｈ－Ｒ变分原理和二次插值函数，为柱坐标系下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程建立了八

节点等参元列式．首先简要地介绍了弹性材料修正后的Ｈ－Ｒ变分原理，然后采用二次插值函数表达壳的平

面外应力和位移函数，详细地推导了柱坐标系下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的八节点等参元列式．数值实例的分析

结果证明了本文八节点等参元列式的正确性．

关键词　Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程，　八节点等参元，　圆柱壳，　固有频率

引 言

历经多年的发展，弹性力学Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程
的半解析法［１，２］已经发展成为非常成功的数值算

法．用这种方法仿真层合板壳等结构的优点之一
是：可处理复杂侧面边界、复杂的几何形状及复杂

外载荷作用下层合梁、层合板壳等结构的各类力学

问题，甚至于可处理各向异性材料；另一个突出的

优点是对于强厚度板壳或层合板壳，无需任何位移

或应力假设；传递矩阵技术的顺利实施使得控制方

程的未知量与结构的层数无关，并保证了层与层之

间的位移和应力的连续性，为数值分析结果的准确

性提供保证．
Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程现有的半解析法通常采用

四节点等参元［２］求解具体的问题，对于需要提高分

析精度等问题，需要加密元素网格．由于八节点等
参元具有比四节点等参元计算精度高、收敛速度快

等优点［３］，所以本文采用二次插值函数作为形函

数，基于弹性材料修正后的 Ｈ－Ｒ变分原理，详细
地推导了柱坐标系下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程八节点等
参元列式，并用数例验证了列式的正确性．

１　修正后的Ｈ－Ｒ变分原理

对于各向同性、正交异性或各向异性弹性圆柱

体，修正后的Ｈ－Ｒ变分原理［２，４，５，７，８］可表示为

　δΠ ＝δＶ（珓
ｐＴ
ｒ
Ｑ
ｒ
－Ｈ）ｒｄＶ＋δＳＡλ

Ｔ
ｕＢｕ－λ

Ｔ
σＢσｄＳ

（１）

其中珓ｐ＝ｒ［τｘｒ　τθｒ　σｒ］，Ｑ＝［ｕ　ｖ　ｗ］
Ｔ，Ｈ是

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数；ＳＡ＝Ｓｕ＋Ｓσ＋Ｓｍ为混合边界条件；

λｕ＝［λｘ－１　λθ－１　λｒ－１］
Ｔ和 λσ＝［λｘ　λθ　

λｒ］
Ｔ是特意引入的特征系数［６］，λｉ（ｉ，θ，ｒ）的值为

１和０，如果在ｘ方向为应力边界条件，则λｘ＝１；若

是位移边界条件，则 λｘ＝０，λθ、λｒ的取值以此类

推．引入特征系数后，式（１）即能处理单一边界条

件问题，又能处理混合边界条件问题．对于壳问题

而言，Ｂｕ＝［ｐｘ（ｕ－珔ｕ）　ｐθ（ｖ－珋ｖ）　ｐｒ（ｗ－珔ｕ）］
Ｔ，ｐｉ

（ｉ＝ｘ，θ，ｒ）是侧面边界表面三个坐标方向的应力；

珔ｕ、珋ｖ和珔ｗ是边界三个坐标方向的已知位移分量；Ｂσ
＝［珋ｐｘｕ　珋ｐθｖ　珋ｐｒｗ］，珋ｐｉ（ｉ＝ｘ，θ，ｒ）是边界表面三个

坐标方向的给定应力分量．

Ｈ＝珓ｐ（Ｇ１Ｑ）－珓ｐ
ＴΦＴ２１（Ｇ２Ｑ）

１
２（Ｇ２Ｑ）

ＴΦ２２（Ｇ２Ｑ）＋

１
２珓ｐ

ＴΦ１１珓ｐ＋
１
２Ｑ

ＴΩＱ－ＦＴＱ （２）

式中 Ｇ１＝
０ ０ α
０ １／ｒ β／ｒ









０ ０ ０
，Ｇ２＝

α ０ ０
０ β／ｒ １／ｒ

β／ｒ









０ ０
，

α＝／ｘ，β＝／θ，Ω＝
ρ ０ ０
０ ρ ０
０ ０









ρ
ω２，ω是振动频

率，ρ为材料密度，Ｆ＝－［ｆｘ　ｆθ　ｆｒ］
Ｔ代表三个方

向的体积力．

对于各向同性和正交各向异性弹性材料有
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Φ１１＝

ｓ１　０　０

０　ｓ２　０

０　０　ｓ









３

；Φ２１＝

０ ０ ｓ４
０ ０ ｓ５









０ ０ ０

；Φ２２＝

ｓ６　ｓ７　０

ｓ７　ｓ８　０

０　０　ｓ









９

（３）
式中ｓ１＝１／ｃ５５，ｓ２＝１／ｃ４４，ｓ３＝１／ｃ３３，ｓ４＝－ｃ１３／ｃ３３，

ｓ５＝－ｃ２３／ｃ３３，ｓ６＝ｃ１１－ｃ
２
１３／ｃ３３，ｓ７＝ｃ１２－ｃ１３ｃ２３／ｃ３３，ｓ８

＝ｃ２２－ｃ
２
２３／ｃ３３，ｓ９＝ｃ６６，ｃｉｊ是材料的刚度系数．所以，

式（１）中被消去的三个平面内应力为

σｘ
σθ
τｘ

{ }
θ

＝

ｓ２α ｓ３β／ｒ －ｓ１ ｓ３／ｒ

ｓ２α ｓ４α／ｒ －ｓ５ ｓ４／ｒ

ｓ６β ｓ６α









０ ０

ｕ
ｖ

σｒ




















ｗ

（４）

同时，式（１）中的ｐｉ（ｉ＝ｘ，θ，ｒ）可表示为
ｐｘ＝ｎｘσｘ＋ｎθτｘθ＋ｎｒτｘｒ＝珋ｐｘ
ｐθ＝ｎｘτｘθ＋ｎθσθ＋ｎｒτθｒ＝珋ｐθ
ｐｒ＝ｎｘσｘｒ＋ｎθτθｒ＋ｎｒσｒ＝珋ｐ

{
ｒ

（５）

其中ｎｘ、ｎθ、ｎｒ分别为边界面沿ｘ、θ和ｒ方向的外法

线方向余弦．令Ｐ＝［τｘｒ　τθｒ　σｒ］
Ｔ，以Ｐ和Ｑ为相

互独立的变量，对式（１）进行变分并分部积分可得
Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程（这里仅考虑了齐次边界情况）：

　ｄｄｚ{ }ＰＱ ＝
ＧＴ１＋Ｇ

Ｔ
２Φ２１Ｉ／ｒ ＧＴ２Φ２２Ｇ２－Ω

Φ１１ （Ｇ１＋Φ
Ｔ
２１Ｇ２[ ]）{ }ＰＱ ＋Ｆ{ }０

（６）

２　正则方程的八节点等参元列式

如图１所示的层合圆柱壳，设在面上采用有限
元离散，方向的处理和动力学问题中处理时间方法

相同，暂且当作未知量．如图２，引入形函数［１１］：

图１　层合圆柱壳

Ｆｉｇ．１　Ｌａｍｉｎａｔｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓ

Ｎｉ（ξ，η）＝

（１－ξ２）（１＋ηｉη）／２；ｉ＝２，６

（１＋ξｉξ）（１－η
２）／２；ｉ＝４，８

（１＋ξｉξ）（１＋ηｉη）（ξｉξ＋ηｉη－１）／４；

　ｉ＝１，３，５，













７

（７）

图２　八节点等参元

Ｆｉｇ．２　８－ｎｏｄｅｉｓｏｐａｒａｍｅｔｒｉｃｅｌｅｍｅｎｔ

整体坐标ｘ和θ与局部坐标 ξ和 η有如下的
转换关系

ｘ＝Ｎ１ｘ１＋Ｎ２ｘ２＋Ｎ３ｘ３＋Ｎ４ｘ４＋Ｎ５ｘ５＋Ｎ６ｘ６＋Ｎ７ｘ７＋Ｎ８ｘ８
θ＝Ｎ１θ１＋Ｎ２θ２＋Ｎ３θ３＋Ｎ４θ４＋Ｎ５θ５＋Ｎ６θ６＋Ｎ７θ７＋Ｎ８θ８

（８）
由复合求导法则，对形函数求偏导数时，写成

矩阵形式有

Ｎｉ
ξ
Ｎｉ
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ｘ
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ｘ
η
　θ












η

Ｎｉ
ｘ

Ｎｉ












θ

（９）

即

Ｎｉ
ξ
　
Ｎｉ
[ ]η

Ｔ

＝Ｊ
Ｎｉ
ｘ
　
Ｎｉ
[ ]θ

Ｔ

（１０）

式中Ｊ为雅可比矩阵，对上式求逆，可得整体坐标
和局部坐标的变换关系．

引入形函数向量：

Ｎ＝

珚Ｎ（ｘ，θ） ０ ０
０ 珚Ｎ（ｘ，θ） ０
０ ０ 珚Ｎ（ｘ，θ









）

（１１）

式中：珚Ｎ（ｘ，θ）＝［Ｎ１（ξ，η）Ｎ２（ξ，η）Ｎ３（ξ，η）Ｎ４
（ξ，η）Ｎ５（ξ，η）Ｎ６（ξ，η）Ｎ７（ξ，η）Ｎ８（ξ，η）］

根据式（１１）可将Ｐ
～
和Ｑ写成矩阵形式为

Ｐ
～
＝ＮＰ

～

ｃ

Ｑ＝ＮＱ{
ｃ

（１２）

把式（１２）代入式（１），然后对其变分（这里只考虑
边界条件为齐次的情况）得到

ＮＴＮ
Ｑｃ
ｒ
＝１ｒＮ

ＴΦ１１ＮＰ
～

ｃ（Ｎ
ＴＧ１Ｎ＋Ｎ

ＴΦＴ２１Ｇ２Ｎ）Ｑｃ

ＮＴＮ
ｒ
Ｐ
～

ｃ

ｒ
＝（ＮＴＧＴ２Φ２１Ｎ＋Ｎ

ＴＧＴ１Ｎ）Ｐ
～

ｃ＋

　（ＮＴＧＴ２Φ２２Ｇ２Ｎ－ＮＴΩＮ）ＱＣ－Ｎ
Ｔ













Ｆ

（１３）

令Ｐｃ＝ｒＰ
～
得

６６１
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ＮＴＮ
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ｒ
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ＴΦＴ２１Ｇ２Ｎ）Ｑｃ

ＮＴＮ
Ｐｃ
ｒ
＝（ＮＴＧＴ２Φ２１Ｎ＋Ｎ

ＴＧＴ１Ｎ－
ＮＴＮ
ｒ）Ｐｃ＋

　（ＮＴＧＴ２Φ２２Ｇ２Ｎ－Ｎ
ＴΩＮ）ＱＣ－Ｎ

Ｔ













Ｆ

（１４）

将上式写成矩阵形式为

Ｃ ０
０[ ]Ｃ ｒ

Ｐｃ
Ｑ{ }
ｃ

＝
Ａ Ｂ[ ]Ｆ Ｄ

Ｐｃ
Ｑ{ }
ｃ

＋
Ξ{ }０ （１５）

其中：Ｃ＝∫
１

１∫
１

１
ＮＴＮ｜Ｊ｜ｄξｄη；

Ａ＝∫
１

１∫
１

１
（（Ｇ２Ｎ）

ＴΦ２１Ｎ＋（Ｇ１Ｎ）
ＴＮ－Ｎ

ＴＮ
ｒ）｜Ｊ｜ｄξｄη；

Ｂ＝∫
１

１∫
１

１
（（Ｇ２Ｎ）Φ２２（Ｇ２Ｎ）－Ｎ

ＴΩＮ）｜Ｊ｜ｄξｄη；

Ｄ＝－∫
１

１∫
１

１
（ＮＴ（Ｇ１Ｎ）＋Ｎ

ＴΦＴ２１（Ｇ２Ｎ））｜Ｊ｜ｄξｄη；

Ｆ＝∫
１

１∫
１

１
ＮＴΦ１１Ｎ｜Ｊ｜ｄξｄη；Ξ ＝∫

１

１∫
１

１
ＮＴＦ｜Ｊ｜ｄξｄη

下面给出有关壳问题的边界项列式，通过方程

（５）可将式（１）中的边界项表达为

δＳＡλ
Ｔ
ｕＢｕ－λ

Ｔ
σＢσｄＳ＝∮ΔＳＡ（（Ｇ３

Ｐ
～

ｒ）
Ｔ＋

　（Ｇ４Ｑ）
Ｔ）（Ｑ－Ｑ）－（λσＰ）ＱｄＳ （１６）

式中，

Ｇ３＝

０ ０ Ｓ１ｎｘ（λｘ１）

０ ０ Ｓ５ｎθ（λθ１）

ｎｘ（λｒ１） ｎθ（λｒ１）









０

　　　　　Ｇ４＝

（Ｓ２ｎｘα＋
Ｓ６ｎθβ
ｒ ）（λｘ－１） （Ｓ６ｎθα＋

Ｓ３ｎｘβ
ｒ ）（λｓ－１）

Ｓ３ｎｘ
ｒ（λｘ１）

０ ０ Ｓ５ｎθ（λθ１）

ｎｘ（λｒ１） ｎθ（λｒ１）













０

Ｐ＝［τｘｒ　τθｒ　σｒ］
Ｔ，三个分量分别为边界面沿ｘ、θ

和ｒ方向上给定的应力分量；Ｑ＝［珔ｕ珋ｖ珔ｗ］Ｔ，三个分
量分别边界面沿 ｘ、θ和 ｒ方向上给定位移分量，

ΔＳＡ表示单元的面积．
对式（１６）进行变分，结果可用矩阵形式表达

∮ΔＳＡ
ＡＴ Ｂ
０[ ]－Ａ

Ｐｃ（ｒ）

Ｑｃ（ｒ
{ }

）
＋

　
－ＮＴΛ０ －（Ｇ４Ｎ）

Ｔ

０ （Ｇ３Ｎ）
[ ]Ｔ

Ｐｃ

Ｑ{ }
ｃ

ｄＳ （１７）

式中Ａ＝（Ｇ３Ｎ）
ＴＮ，Ｂ＝ＮＴ（Ｇ４Ｎ）＋（Ｇ４Ｎ）

ＴＮ，Λ０＝
ｄｉａｇ［λｘλθλｒ］．

把式（１７）加到式（１５）的右边，就得到了能处
理各类边界条件的元素列式．

３　求解

设圆柱层合壳第ｍ层的网格如图１，把该层上
全部单元按照一般有限元方法拼装得：

Ｍｍ
Ｒｍ（ｒｍ）
ｒ

＝ＫｍＲｍ（０）＋Ｇｍ （１８）

式中Ｒｍ（ｒｍ）＝［Ｐｍ（ｒ）Ｑｍ（ｒ）］
Ｔ，Ｒｍ（０）＝［Ｐｍ（０）

Ｑｍ（０）］
Ｔ，Ｇｍ表示为体积力．

对于齐次边界情况并不考虑体积力的问题有

Ｇｍ＝０，所以方程（１８）的通解
［１２］为

Ｒｍ（ｒｍ）＝Ｔｍ（－ｔｍ）Ｒｍ（０） （１９）

式中ｔｍ是第 ｍ层的厚度，ｒｍ是第 ｍ层的中径．对
于ｎ层的壳，根据层间应力和位移的连续性，有

Ｒｎ（ｈ）＝（Π
ｎ

ｊ＝１
Ｔｊ）Ｒ１（０）

将其写成矩阵形式为

Ｐ（ｈ）
Ｑ（ｈ{ }） ＝

Ｔ１１ Ｔ１２
Ｔ２１ Ｔ[ ]

２２

Ｐ（０）
Ｑ（０{ }） （２０）

式中ｈ表示整个壳的厚度．
对于静力响应问题，在式（１５）中，Ω＝０．设壳的上

下表面加载应力为Ｐ（ｈ）、Ｐ（０），通过上式可以求得
Ｑ（０）＝Ｔ－１１２（Ｐ（ｈ）－Ｔ１２Ｐ（０）） （２１）
Ｑ（ｈ）＝Ｔ２１Ｐ（０）＋Ｔ２２Ｑ（０） （２２）

Ｑ（０）和Ｑ（ｈ）即上下表面的位移．
对于自由振动问题［１３］，壳的上下表面的应力

向量Ｐ（ｈ）＝Ｐ（０）＝０，所以
Ｔ１２Ｑ（０）＝０ （２３）

为了求得式（２３）的非零解，带有固有频率未知量ω
的多项式方程为

｜Ｔ１２｜＝０ （２４）
采用二分法可方便求取上式的解．

４　数值实例

算例１　静力学问题：考虑π／２弧度的六层开口圆
柱壳，顶面受法向压应力ｑ＝１Ｐａ作用．当纤维方向
平行于 ｘ轴时（０。），材料的弹性常数为：Ｃ１２／Ｃ１１＝

７６１
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０．２３３１９０，Ｃ１３／Ｃ１１＝０．０１０７７６，Ｃ２２／Ｃ１１＝０．５４３１０４，
Ｃ２３／Ｃ１１＝０．０９８２７６，Ｃ３３／Ｃ１１＝０．５３０１７２，Ｃ４４／Ｃ１１＝
０．２６６８１，Ｃ５５／Ｃ１１＝０．１５９９１４，Ｃ６６／Ｃ１１＝０．２６２９３１．
壳的总厚度为ｈ＝０．１ｍ，最外层和最内层的厚度ｈ１＝
ｈ６＝０．１ｈ，中间各层的厚度ｈ２＝ｈ３＝ｈ４＝ｈ５＝０．２，壳

长ｌ＝１ｍ，壳的平均半径 Ｒ。 ＝１ｍ．表１给出铺设
方式为０。 ／９０。 ／０。 ／９０。 ／０。 ／９０。 的情况下中心
点处的径向位移值，计算的过程中令 Ｉｉ＝１，（ｉ＝１，
２，…，６），其中 Ｉｉ表示层合开口圆柱壳各层划分的
薄层数，分析结果列于表１．

表１　径向最大位移比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍａｘ－ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｒａｄｉｕｓ（）

ＳＳＳＳ ＣＳＣＳ
Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ９ ２５ ４９ ９ ２５ ４９

８－ｎｏｄｅ
Ｔ
Ｂ

－２８．２５６
－２８．３０３９

－３１．７２３７
－３１．７９６９

－３１．９５４９
－３２．０３３３

－２０．２８１１
－２０．３５１５

－２１．９３８１
－２１．９７７２

－２２．０１１８
－２２．０５０２

Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ２５ １６９ ２８９ ４９ １６９ ２８９

４－ｎｏｄｅ
Ｔ
Ｂ

－２８．６１６１
－２８．６７４１

－３１．８７４７
－３１．９５４

－３１．９７４６
－３２．０５５

－２０．３６７３
－２０．３９９４

－２１．８０２２
－２１．８４０１

－２１．９４２４
－２１．９８０７

Ｒｅｆ．［８］
Ｔ
Ｂ

－３２．０６００
－３２．１３９１

－２２．０５１８
－２２．０８９５

Ｅｒｒｏｒ１（％） ０．３２９２ ０．１７７９
Ｅｒｒｏｒ２（％） ０．２６１７ ０．４９２５

表１中的ＳＳＳＳ表示四边简支，ＣＳＣＳ表示 θ＝０，π／
２边固支；ｘ＝０，ｌ边简支；Ｔ、Ｂ分别表示上、下表面
最大位移．误差１是解析解和本文八节点解（４９个
元素，１７６个节点，共１０５６个未知量）结果进行对
比得到；误差２是解析解和四节点解（２８９个元素，
３２４个节点，共 １９４４个未知量）结果进行对比得
到．运用ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２．２０ＧＨｚ（双核），１Ｇ内存电脑计
算本文中八节点（４９个元素）平均需要２８．８６０８ｓ；
四节点（２８９个元素）平均需要１００．０１４ｓ．
算例２　动力学问题：考虑π／２弧度的单层开口四
边固支圆柱壳，壳的厚度ｈ＝０．１，壳的平均半径Ｒ０
＝１，材料刚度系数：Ｃ１２／Ｃ１１＝０．２４６２６９，Ｃ１３／Ｃ１１＝
０．０８３１７１５，Ｃ２２／Ｃ１１ ＝０．５４３１０３，Ｃ２３／Ｃ１１ ＝０．
１１５０１７，Ｃ３３／Ｃ１１＝０．５３０１７２，Ｃ４４／Ｃ１１＝０．２６６８１０，
Ｃ５５／Ｃ１１＝０．１５９９１４，Ｃ６６／Ｃ１１＝０．２６２９３１．Ｃ１１＝２１０

×１０６，材料密度ρ＝２３２０．
表２中的结果是采用４９个八节点元素得到的结

果．ＡＮＳＹＳ解是通过各向异性立体元Ｓｏｌｉｄ６４元素得到．
表２　前五阶固有频率比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ｍｅｔｈｏｄｓ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）

Ｆｉｒｓｔ Ｓｅｃｏｎｄ Ｔｈｉｒｄ Ｆｏｕｒｔｈ Ｆｉｆｔｈ
ＡＮＳＹＳ ２６３．５４９ ２８１．２２７ ３８４．３１５ ４７２．３６２ ５１３．６２４
Ｐｒｅｓｅｎｔ ２６２．５３ ２８０．１０８ ３８２．２９５ ４６９．３２３ ５０８．１０２
Ｅｒｒｏｒ（％） ０．３８６７ ０．３９７９ ０．５２５６ ０．６４３４ １．０７５１

本文误差计算方法是｜ＡＮＳＹＳ解 －本文解／

ＡＮＳＹＳ解｜×１００，由误差分析可得出，在低阶频率
上相差不大．

５　结论

本文是基于弹性材料修正后的 Ｈ－Ｒ变分原

理，引入二次插值函数，为柱坐标系下Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则
方程建立了八节点等参元列式．本文突出了：（１）利
用二次插值函数较高的计算精度，结合等参元可以

处理各种形状的优点，丰富了Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的
半解析法；（２）本文分别求解出八节点等参元列式的
静力学响应和固有频率分析，并用具体数例验证了

壳的三类边界情况，这也是很有工程应用价值．
本文的方法可以进一步推广到压电材料中去．

利用九节点作为插值函数，仍可采用本文方法同样

进行类推．
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