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二端面弹性转轴非线性动力学方程拓扑反变解

邢婷婷　张玉存
（燕山大学电气工程学院，秦皇岛　０６６００４）

摘要　在非相对性原理下建立的二端面弹性转轴的非线性动力学方程，在工程应用中具有时变、强耦合和

高度非线性等动力学特征．基于拓扑反变算法，建立二端面弹性转轴的原始系统空间、目标系统空间以及两

空间的拓扑反变映射，得到其简单的解耦的目标系统空间及相应方程的拓扑反变解．
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引 言

二端面弹性转轴，是机械传动中最广泛的组成

零件．弹性转轴一般是通过两个端面建立与其它零
件的联接关系，是典型的相对转动的非线性系统．
相对转动系统包含许多非线性因素，常见的现象包

括失稳性、分岔、混沌等，无法用线性模型描述与分

析［１～２］．近年来，相对论分析力学和转动相对论分
析力学的研究发展了相对论力学，罗绍凯［３］创立了

转动相对论分析力学的基本理论及其对称性理论．
贾利群［４］对转动系统的相对论性进行了静力学分

析．基于相对性原理，建立了圆柱体任意两截面间
的相对转动动力学方程［５］并进行了定性和定量分

析，推导出二端面弹性转轴相应的积分解［６］、级数

解［７］、稳定性与近似解［８］、主共振与次共振解［９］和

稳定性及在一类非线性弹性系数下的解［１０］．本文
根据拓扑反变算法［１１］，利用二端面弹性转轴相对

转动系统的非线性动力学方程得到其相应的同胚

的、线性化和解耦的拓扑反变方程，并获得其拓扑

反变解，实现从简单线性化方程反映出系统复杂的

非线性特性，验证了拓扑反变对于系统空间完备表

述和解耦变换．

１　二端面弹性转轴非线性动力学方程

二端面弹性转轴是工程中用于回转运动与动

力传动，如图１所示．弹性转轴一般是通过两个端
面建立与其它零件的联接关系．其力学、位移条件
也是通过二端面给定和需要测出的，故称为二端面

弹性转轴．

图１　二端面弹性转轴扭转坐标图
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文献［５］对于二端面转轴相对转动系统的非
线性动力学方程建立为：
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其中：Ｊ为圆柱体任意横截面间的转动惯量，Ｃ为阻
尼系数，Ｋ为扭转刚度，θ１和θ２分别为两个横截面
的转角，Ｔ１和Ｔ２分别是两个横截面处的外加力矩．
将（１）式写成矩阵形式：
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方程（２）是工程中描述转动动力传输性态的
基本方程，具有非线性特性．为了得到方程（２）的
拓扑反变换解，对于上述非线性系统空间建立拓扑

反变映射关系Ｆ：Ｘ→Ｙ．目的是利用拓扑变换 Ｆ，
将非线性的二端面弹性转轴的原始系统空间映射

到解耦的目标系统空间，再根据线性化的目标系统

空间方程，得到其相应的拓扑反变解．

２　拓扑反变算法建立

定义１　Ｘ上的拓扑 τ被称作由函数族 Ｆ＝
｛ｆ：Ｘ→ Ｘｆ｝诱导的反变（ｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔ）拓扑，若每
个Ｘｆ是拓扑空间和 τ是使得对一切 ｆ∈Ｆ都连续
的最小拓扑．

根据非线性系统特征参量的特点，将系统空间

Ｘ获取的特征分为 Ｎ类，各类特征间是不相关的．
特征全体描述为：

＝（１，２，…，Ｎ） （３）
系统空间特征随时间变化，记相应时刻的第 ｉ类特
征子空间表示为ｉ，ｉ内各参量特征变化体现系

统空间某一属性状态的变化，每类特征中又有 ｎｉ（ｉ
＝１，２，…，Ｎ）个子特征，由各类特征间不相关可

知，存在一组子基｛ａｉ｝，使得Ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ

ｉ．对于每类

特征子空间ｉ，有：

ｉ＝［ｘｉ１，ｘ
ｉ
２，…，ｘ

ｉ
ｎｉ］（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （４）

其中，ｘｉ１，ｘ
ｉ
２，…，ｘ

ｉ
ｎｉ为第 ｉ类特征子系统空间

ｉ的

子特征．构成原始系统空间．
将系统空间 Ｘ划分为多个子系统空间ｉ，由

上述可知，Ｘ是一个集合， ＝（１，２，…，Ｎ）

是Ｘ的一个子集族，且满足：
（１）Ｘ，∈；
（２）若ｉ，ｊ∈，ｉ，ｊ为两类不同特征，

则ｉ∩ｊ＝∈；
（３）ｉ，ｎｉ为子特征数目，则：

∪ｘｉｊ∈ｘ
ｉ
ｊ∈，（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｊ＝１，２，…，ｎ

ｉ）．
由拓扑空间定义可知：（Ｘ，）构成一个拓扑空间．

设目标系统空间（Ｙ，）可分为：

＝（１，２，…，Ｎ） （５）
目标子系统空间ｉ中以一种耦合特征属性作为单
一变量的信息集合，ｉ按照保留有用相关信息原

则映射到目标系统空间ｉ：

φｉ：
ｉ→ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （６）

存在｛ｈｉβ｝，（ｉ＝１，２，…，Ｎ；β＝１，２，…，ｍ
ｉ）是目标

子系统空间 ｉ＝（ｙｉ１，ｙ
ｉ
２，…，ｙ

ｉ
β）的 Ｈａｍｅｌ基，ｍ为

第ｉ个目标子系统空间 ｉ的维数，则 ｉ可以用 ｉ

中有限个元素的组合来表示：

ｉ＝∑
ｎｉ

β＝１
ｈｉβｙ

ｉ
β （７）

将子空间１，２，…，Ｎ映射到（５）式的目标子

系统空间１，２，…，Ｎ的一族映射表示为：

φ＝∪
Ｎ

ｉ＝１
φｉ （８）

由（５）、（８）式得目标系统空间为：

＝∪
Ｎ

ｉ＝１
φｉ（

ｉ）＝∪
Ｎ

ｉ＝１
ｉ＝∪

Ｎ

ｉ＝１
（∑
ｍｉ

β＝１
ｈｉβｙ

ｉ
β） （９）

其中：∪
Ｎ

ｉ＝１
φｉ即为φｉ：

ｉ→ｉ是一族映射．

为保持Ｘ，Ｙ空间同胚，建立同胚映射：
ｆ：→ （１０）

则一定存在｛ｂｉ｝，使得Ｙ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｂｉ

ｉ，由（９）、（１０）式得

拓扑空间Ｙ为：

Ｙ＝ｆ（∪
Ｎ

ｉ＝１
φｉ（

ｉ））＝（ｂｉ
１，ｂ２

２，…，ｂＮ
Ｎ）（１１）

由前所述，ｆ是 Ｘ，Ｙ空间的同胚映射，即 Ｘ，Ｙ
具有相同拓扑结构，目标系统空间Ｙ可以完备的表
达原始系统空间 Ｘ．每一个元素ｉ称为（Ｘ，）的

一个开集，且∪ｉ∈
ｉ∈Ｘ，则是Ｘ的一个覆盖．

ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）是可数的族，则是Ｘ的一个可
数覆盖，是拓扑空间（Ｘ，）的一个可数基，拓扑
空间（Ｘ，）满足第二可数性公理，（Ｘ，）是可分
空间．可分性是同胚映射的拓扑不变性，由同胚映
射ｆ：→得到目标系统空间（Ｙ，）也为可分空
间，则（５）式表示目标系统空间是正确的．

（Ｘ，）经同胚变换ｆ到目标空间（Ｙ，），仍为
可分空间，即 ＝（１，２，…，Ｎ）．映射 Ｆ：Ｘ→Ｙ
为：

Ｆ＝ｆ∪
Ｎ

ｉ＝１
φｉ＝ｆφ （１２）

为使得Ｆ满足拓扑反变的定义，需要说明 Ｆ为连
续的最小拓扑．

定理１　设Ｘ是具有广义 Ｓｃｈａｕｄｅｒ基｛ｅα｝α∈Λ
的Ｂａｎａｃｈ空间，φ：ΩＸ→Ｒ在 ｘ０∈Ω处沿方向 ｅα
的方向偏导数ｄφ（ｘ０，ｅα）存在，且φ在ｘ０处取无条

件极小值，则ｄφ（ｘ０，ｅα）＝０．
证明：存在ｘ０的邻域 Ｕ（ｘ０）和 δ＞０，当｜ｔ｜＜δ时，

１６１
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有ｘ０＋ｔｅα∈Ｕ（ｘ０）∩Ω，令

ｆα（ｔ）＝φ（ｘ０＋ｔｅα），｜ｔ｜≤δ
则ｆα（ｔ）≥ｆα（０），｜ｔ｜≤δ，即实变量函数在 ｔ＝０

处取得最小的局部极小值，故

０＝ｆ′α（ｔ）＝ｌｉｍｔ→０
ｆα（ｔ）－ｆα（０）

ｔ ＝

　ｌｉｍ
ｔ→０

φ（ｘ０－ｔｅα）－φ（ｘ０）
ｔ ＝ｄφ（ｘ０，ｅα）

根据定理１可以求出满足连续的最小拓扑的
映射 Ｆ，即拓扑反变映射，为系统状态简化分析奠
定基础．然后利用得到的拓扑反变映射，得到线性
化的工程系统空间以及相应空间的拓扑反变解．

３　二端面弹性转轴非线性系统的拓扑反变解

３．１　非线性系统的拓扑反变
定义２　对于非线性系统：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ
ｙ＝ｈ（ｘ{ ）

（１３）

如果在ｘ０的邻域内，有以下条件成立：

（１）Ｌｇｊ，Ｌ
ｋｉ
ｆｈｉ（ｘ）＝０（ｉ，ｊ＝１，…，ｍ，ｋｉ＜ｒｉ－１）；

（２）ｍ×ｍ维矩阵Ａ（ｘ）：

Ａ（ｘ）＝

Ｌｇ１Ｌ
ｒ１－１
ｆ ｈ１（ｘ）…ＬｇｍＬ

ｒ１－１
ｆ ｈ１（ｘ）

Ｌｇ１Ｌ
ｒ２－１
ｆ ｈ２（ｘ）…ＬｇｍＬ

ｒ２－１
ｆ ｈ２（ｘ）

……

Ｌｇ１Ｌ
ｒｍ－１
ｆ ｈｍ（ｘ）…ＬｇｍＬ

ｒｍ－１
ｆ ｈｍ（ｘ













）ｍ×ｍ

在ｘ０是非奇异的，则称｛ｒ１，…，ｒｍ｝为系统的相对阶

集合，其中每个子相对阶 ｒｉ与输出 ｙｉ＝ｈｉ（ｘ）是相

对应，记系统（１３）的相对阶数ｒ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｒｉ．

定理２　若系统（１３）的相对阶ｒ≤ｎ，则根据微
分几何理论，存在局部微分同胚：

Ｐ（ｘ）＝［ξＴ　ηＴ］Ｔ＝

　［ξ１（ｘ），…，ξｍ（ｘ），η（ｘ）］
Ｔ

其中：

η（ｘ）＝［η１（ｘ），…，ηｎ－ｒ（ｘ）］
Ｔ，

ξ１（ｘ）＝［ξｉ１（ｘ），ξｉ２（ｘ），…，ξｉ，ｒｉ（ｘ）］
Ｔ＝

　［ｈｉ（ｘ），Ｌｆｈｉ（ｘ），…，Ｌ
ｒｉ－１
ｆ ｈｉ（ｘ）］

Ｔ．

且满足：Ｌｇηｊ（ｘ）＝０；（ｊ＝１，２，…，ｎ－ｒ）．

及输入变换

ｖ＝Ｂ（ｘ）＋Ａ（ｘ）ｕ （１４）
使得系统（１３）变成如下规范模型：

ξ＝Ａξ＋Ｂｖ

η＝ｑ（ξ，η）
ｙ＝Ｃ

{
ξ

（１５）

其中：

Ｂ（ｘ）＝［Ｌｒ１ｊｈｉ（ｘ），…，Ｌ
ｒｍ
ｊｈｍ（ｘ）］

Ｔ，

ｑ（ξ，η）＝［Ｌｆη１（ｘ），…，Ｌｆηｎ－ｒ（ｘ）］
Ｔ，

Ａ＝ｄｉａｇ｛Ａｉ｝，Ｂ＝ｄｉａｇ｛Ｂｉ｝，Ｃ＝ｄｉａｇ｛Ｃｉ｝，

Ａｉ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
    

０ ０ ０ …











０ ｒｉ×ｒｉ

，Ｂｉ＝

０
０












１

，

Ｃｉ＝［１，０，…，０］１×ｒｉ；（ｉ＝１，…，ｍ）．
显然系统（１３）的拓扑反变Ｆ的线性化规律为：

ｕ＝Ａ（ｘ）－１（－Ｂ（ｘ）＋ｖ） （１６）
对于非线性系统（１３），根据系统的特点，将系

统的原始系统空间表示为 ＝ｕ，目标系统空间

是输出的线性系统空间＝ｖ，拓扑变换的为（１６）
式，并且满足拓扑反变的条件：（１）微分同胚映射
是一一的、到上的连续映射，是同胚映射；（２）微分
同胚映射满足连续的最小拓扑的条件，通过定理１
可以很容易证明，因此，此映射符合拓扑反变映射

定义；（３）非线性系统经拓扑反变换后为解耦的线
性化系统．得到的线性化系统可以完备的准确的反
映出原始非线性系统的特征．
３．２　二端面非线性动力方程的拓扑反变解

由二端面弹性转轴动力方程可知，其动力方程

是非线性的，即原始系统空间为非线性系统空
间．为得到线性化的目标系统空间，根据４．１小节
对二端面动力方程线性化．

根据拓扑反变原理、非线性系统的拓扑反变换

及二端面弹性转轴方程（２），令ｘ＝［θ　θ·］，原始系
统空间＝Ｔ，则二端面动力学方程（２）表示为状
态空间形式：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）Ｔ （１７）
其中

ｆ（ｘ）＝［θ·　－Ｍ－１（Ｃ′θ·＋Ｋ′θ）］Ｔ，
ｇ（ｘ）＝［０　Ｍ－１］Ｔ．
根据非线性系统的拓扑反变算法可知，对于二

端面弹性转轴系统的非线性的状态方程，如果能找

到适当目标系统空间的输出：

＝ｙ＝ｈ（ｘ） （１８）
使得该输出信号相对于输入信号 Ｔ的相关阶数等

２６１
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于２，即满足：

ｈ
ｘ
ｇ（ｘ）＝０，

ｘ
（
ｈ
ｘ
ｆ（ｘ））ｇ（ｘ）≠０ （１９）

那么，根据拓扑反变换（１４）式，得Ｆ：→
Ｔ＝Ａ（ｘ）－１（Ｖ－Ｂ（ｘ））＝

　（ＬｇＬｆｈ（ｘ））
－１｛Ｖ－Ｌ２ｊｈ（ｘ）｝ （２０）

其中：

Ｂ（ｘ）＝Ｌ２ｆｈ（ｘ）＝

ｘ
（
ｈ
ｘ
ｆ（ｘ））ｆ（ｘ），

Ａ（ｘ）－１＝ＬｇＬｆｈ（ｘ）＝

ｘ
（
ｈ
ｘ
ｆ（ｘ））ｇ（ｘ）．

使得原始系统空间在新的坐标 ｙ，成为如下目标系
统空间：

ｘ[ ]̈ｙ＝
０ Ｉ[ ]０ ０ [ ]ｙｙ＋

０[ ]ＩＶ （２１）

即：

ｙ̈＝Ｖ （２２）
不难证明，如果令ｙ＝ｈ（ｘ）＝θ，则有：

ｈ
ｘ
＝［Ｉ　０］，　ｈ

ｘ
ｇ（ｘ）＝０，


ｘ
（ｆ（ｘ））ｇ（ｘ）＝Ｉ≠０．

可得二端面方程的拓扑反变线性化模型．通过求Ｍ
的逆矩阵，将方程（２）化为线性系统：

θ¨＝－Ｍ－１（Ｃ′θ·＋Ｋ′θ）＋Ｍ－１Ｔ （２３）

引入辅助输入变量Ｖ，并令

Ｔ＝ＭＶ＋Ｃ′θ·＋Ｋ′θ （２４）

则将（２４）代入（２３）得到拓扑反变解：

θ¨＝Ｖ （２５）

即：

θ¨１＝Ｖ１

θ¨２＝Ｖ{
２

（２６）

再求积分即可得到．

４　结论

本文根据拓扑反变算法，构建非线性系统的原

始系统空间和目标系统空间以及拓扑反变映射，通

过非线性系统的目标系统空间反映出原始系统空

间的特征的变化．将拓扑反变算法应用于二端面弹
性转轴系统的非线性动力学方程，利用拓扑反变映

射Ｆ，得到其相应的线性化的动力学方程及拓扑反
变解，实现了二端面弹性转轴系统的解耦．
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