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厚板动力响应分析的一种辛算法
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摘要　将厚板动力分析从Ｌａｇｒａｎｇｅ体系改换为Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系．根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思

想，首次建立了线性阻尼情形下厚板动力学的相空间非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理．这种变分原理不仅能反映

这种动力学初值—边值问题的全部特征，而且它的欧拉方程具有辛结构的特征．基于该变分原理，提出一种

称之为辛空间有限元—时间子域法的辛算法．这种新方法是由空间域采用有限元法与时间子域采用 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值多项式插值的时间子域法相结合而成．文中用这种辛算法分析了四种支承条件下厚板的动力响

应问题．算例的计算结果表明，这种新方法的稳定性、收敛性、计算精度和效率都明显高于国际上常用的

Ｗｉｌｓｏｎ
!θ法和Ｎｅｗｍａｒｋ!β法．

关键词　相空间，　非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理，　初值—边值问题，　辛算法，　动力响应

引 言

对结构动力分析，一百多年来都是在Ｌａｇｒａｎｇｅ体

系内进行，这不是最合理和最完美的选择，它导致有

些问题难以或不能解决．而最合理和最完美的选择应
当是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，因为动力学体系本质上就是
Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系．长期以来，厚板结构的动力响应分析都
是在Ｌａｇｒａｎｇｅ体系内进行，所采用的算法都是非辛算
法，因此会带来人工耗散和种种非系统本来具有的污

染与干扰，并且还存在计算量大，计算效率、稳定性与

精度都不够高等缺陷．因此，本文厚板动力分析进行
从Ｌａｇｒａｎｇｅ体系到Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系的变革．

１　厚板动力学相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分
原理

按文［１，２］的思路，可以建立无阻尼、等厚度、
各向同性厚板动力学的相空间（位移、动量）非传

统Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，其泛函表达式为

Π２（ｗ，ψｘ，ψｙ；ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ）＝∫
ｔ１

０

Ω

［ｐｗ＋Ｌｘψ
·

ｘ＋

　Ｌｙψ
·

ｙ－Ｈ（ｗ，ψｘ，ψｙ；ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ）］ｄｘｄｙｄｔ＋

　ΠＩＢ ＋Π （１）

式中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ为

　Ｈ＝１２ρｈ
ｐ２＋１２ρＪ

Ｌ２ｘ＋
１
２ρＪ
Ｌ２ｙ＋

Ｄ
２［ψ

２
ｘ，ｘ＋ψ

２
ｙ，ｙ＋

１－μ
２ （ψｘ，ｙ＋ψｙ，ｘ）

２＋２μψｘ，ｘψｙ，ｙ］＋
Ｃ
２［（ｗｘ－

ψｘ）
２＋（ｗｙ－ψｙ）

２］－ｆｗ－ｍｘψｘ－ｍｙψｙ （１ａ）

　ΠＩＢ ＝∫
ｔ１

０

｛－∫Ω２＋Ω３Ｍｎψｎｄｓ＋∫Ω３（－Ｍｎｓψｓ＋
Ｑｎｗ）ｄｓ－∫Ω１（ψｎ－ψｎ）Ｍｎｄｓ＋∫Ω１＋Ω２［（ｗ－
珔ｗ）Ｑｎ－（ψｓ－ψｓ）Ｍｎｓｄｓ］ｄｔ＋

Ω

［（珓ｐ０ｗ１＋

Ｌ
～

ｘ０ψｘ１＋Ｌ
～

ｙ０ψｙ１）－（珘ｗ０－ｗ０）ｐ０＋（ψ
～

ｘ０－

ψｘ０）Ｌｘ０＋（ψ
～

ｙ０－ψｙ０）Ｌｙ０］｝ｄｘｄｙ （１ｂ）

　Π
。

＝－
Ω

［（ｐ。１＋ｐ
。

０）ｗ１＋（Ｌ
。

ｘ１＋Ｌ
。

ｘ０）ψｘ１＋

（Ｌ
。

ｙ１＋Ｌ
。

ｙ０）ψｙ１］ｄｘｄｙ （１ｃ）
式中ｗ，ψｘ和ψｙ统称为广义位移（ｗ为挠度，ψｘ和

ψｙ为转角）；ｐ，Ｌｘ和Ｌｙ统称为广义动量（ｐ为线动
量，Ｌｘ和Ｌｙ为角动量），ρ，ｈ，Ｊ，Ｅ，μ分别表示密度、
板厚、惯性矩、杨氏模量、泊松比；Ｄ表示抗弯刚度，
Ｄ＝（Ｅｈ３）／［１２（１－μ２）］；Ｃ表示剪切刚度，Ｃ＝
Ｇｈ／κ，Ｇ是剪切模量，Ｇ＝Ｅ／［２（１＋μ２）］，κ是剪切
因子，本文取κ＝６／５．顶标“。”表示限制变分量［３］．

对于有阻尼的厚板，当板的边界条件分别为通



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１０年第８卷

常的简支、固支或自由和位移与动量满足初始条件

时，泛函式Π２就变成为

Π
～

２（ｗ，ψｘ，ψｙ；ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ）＝∫
ｔ１

０

Ω

［ｐｗ＋Ｌｘψ
·

ｘ＋

　Ｌｙψ
·

ｙ－Ｈ（ｗ，ψｘ，ψｙ；ｐ，Ｌｘ，Ｌｙ）－ｃｗｗ
。

ｗ－

　ｃｘψ
·
。

ｘψｘ－ｃｙψ
·
。

ｙψｙ］ｄｘｄｙｄｔ－
Ω

（ｐ
。

１ｗ１＋Ｌ
。

ｘ１ψｘ１＋

　Ｌ
。

ｙ１ψｙ１）ｄｘｄｙ （２）
式中，ｃｗ、ｃｘ和ｃｙ为阻尼系数．

２　辛空间有限元—时间子域法

２．１　辛空间有限元法
对空间域用辛有限元法进行离散，本文采用中

厚板通用八结点等参元．
其结点位移和动量的列阵分别为：

｛ｑ（ｅ）（ｔ）｝＝［ｗ１（ｔ）ψｘ１（ｔ）ψｙ１（ｔ）…ｗ８（ｔ）×

　ψｘ８（ｔ）ψｙ８（ｔ）］
Ｔ （３ａ）

｛ｑ（ｅ）（ｔ）｝＝［ｐ１（ｔ）Ｌｘ１（ｔ）Ｌｙ１（ｔ）…ｐ８（ｔ）×

　Ｌｘ８（ｔ）Ｌｙ８（ｔ）］
Ｔ （３ｂ）

式中ｗｉ（ｔ）和ψｘｉ（ｔ），ψｙｉ（ｔ）分别是结点ｉ的挠度和
转角函数；ｐｉ（ｔ）和Ｌｘｉ（ｔ），Ｌｙｉ（ｔ）分别是结点 ｉ的线
动量和角动量函数．

位移和动量模式分别为：

　ｗ（ｅ）＝［Ｎｗ（ξ，η）］｛ｑ
（ｅ）（ｔ）｝，ψ（ｅ）ｘ ＝［Ｎｘ（ξ，η）］｛ｑ

（ｅ）（ｔ）｝，

　ψ（ｅ）ｙ ＝［Ｎｙ（ξ，η）］｛ｑ
（ｅ）（ｔ）｝ （４ａ，ｂ，ｃ）

　ｐ（ｅ）＝［Ｎｗ（ξ，η）］｛ｐ
（ｅ）（ｔ）｝，Ｌ（ｅ）ｘ ＝［Ｎｘ（ξ，η）］｛ｐ

（ｅ）（ｔ）｝，

　Ｌ（ｅ）ｙ ＝［Ｎｙ（ξ，η）］｛ｐ
（ｅ）（ｔ）｝ （４ｄ，ｅ，ｆ）

式中［Ｎｗ（ξ，η）］和［Ｎｘ（ξ，η）］，［Ｎｙ（ξ，η）］是形函
数矩阵．记

Ｎ１＝－
１
４（１－ξ）（１－η）（１＋ξ＋η），

Ｎ２＝－
１
４（１＋ξ）（１－η）（１－ξ＋η） （５ａ，ｂ）

Ｎ３＝－
１
４（１＋ξ）（１＋η）（１－ξ－η），

Ｎ４＝－
１
４（１－ξ）（１＋η）（１＋ξ－η） （５ｃ，ｄ）

　Ｎ５＝
１
２（１－η）（１－ξ

２），Ｎ６＝
１
２（１＋ξ）（１－η

２）（５ｅ，ｆ）

　Ｎ７＝
１
２（１＋η）（１－ξ

２），Ｎ８＝
１
２（１－ξ）（１－η

２）（５ｇ，ｈ）

那么

［Ｎｗ（ξ，η）］＝［Ｎ１００Ｎ２００… Ｎ８００］（６ａ）
［Ｎｘ（ξ，η）］＝［０Ｎ１００Ｎ２０… ０Ｎ８０］（６ｂ）
［Ｎｙ（ξ，η）］＝［００Ｎ１００Ｎ２… ００Ｎ８］（６ｃ）
将式（４ａ～ｆ）代入式（２）得

Π
～

２ ＝∫
ｔ１

０

［｛ｐ｝Ｔ［Ｍｔ］｛ｑ｝－１２｛ｐ｝
Ｔ［Ｋｐ］｛ｐ｝－

　 １２｛ｑ｝
Ｔ［Ｋ］｛ｑ｝－｛ｑ·

。

｝Ｔ［Ｃ］｛ｑ｝＋

　｛Ｆ｝Ｔ｛ｑ｝］ｄｔ－｛ｐ。１｝
Ｔ［Ｍｔ］｛ｑ１｝ （７）

式中

　［Ｍｔ］＝∑
ｅ
∫Ω（ｅ）｛［Ｎｗ］Ｔ［Ｎｗ］＋［Ｎｘ］Ｔ［Ｎｘ］＋

［Ｎｙ］
Ｔ［Ｎｙ］｝ｄξｄη （７ａ）

　［Ｋｔ］＝∑
ｅ
∫Ω（ｅ）｛１ρｈ［Ｎｗ］Ｔ［Ｎｗ］＋

１
ρＪ
［Ｎｘ］

Ｔ［Ｎｘ］＋
１
ρＪ
［Ｎｙ］

Ｔ［Ｎｙ］｝ｄξｄη （７ｂ）

　［Ｋ］＝∑
ｅ
∫Ω（ｅ）｛Ｄ［Ｎｘ］Ｔ，ｘ［Ｎｘ］，ｘ＋［Ｎｙ］Ｔ，ｙ［Ｎｙ］，ｙ＋

１－μ
２ （［Ｎｘ］

Ｔ
，ｙ［Ｎｘ］，ｙ＋［Ｎｘ］

Ｔ
，ｙ［Ｎｙ］，ｘ＋

［Ｎｙ］
Ｔ
，ｘ［Ｎｘ］，ｙ＋［Ｎｙ］

Ｔ
，ｘ［Ｎｙ］，ｘ＋２μ［Ｎｘ］

Ｔ
，ｘ［Ｎｙ］，ｙ）＋

Ｃ（［Ｎｗ］
Ｔ
，ｘ［Ｎｗ］，ｘ－［Ｎｗ］

Ｔ
，ｘ［Ｎｘ］－［Ｎｘ］

Ｔ［Ｎｗ］，ｘ＋

［Ｎｘ］
Ｔ［Ｎｘ］＋［Ｎｗ］

Ｔ
，ｙ［Ｎｗ］，ｙ－［Ｎｗ］

Ｔ
，ｙ［Ｎｗ］－

［Ｎｙ］
Ｔ［Ｎｗ］，ｙ＋［Ｎｙ］

Ｔ［Ｎｙ］）｝ｄξｄη （７ｃ）

　［Ｃ］＝∑
ｅ
∫Ω（ｅ）｛ｃｗ［Ｎｗ］Ｔ［Ｎｗ］＋ｃｘ［Ｎｘ］Ｔ［Ｎｘ］＋

ｃｙ［Ｎｙ］
Ｔ［Ｎｙ］｝ｄξｄη （７ｄ）

　｛Ｆ（ｔ）｝＝∑
ｅ
∫Ω（ｅ）｛［Ｎｗ］Ｔｆ（ｘ，ｙ，ｔ）＋

［Ｎｘ］
Ｔｍｘ（ｘ，ｙ，ｔ）＋［Ｎｙ］

Ｔｍｙ（ｘ，ｙ，ｔ）｝ｄξｄη （７ｅ）

　｛ｑ（ｔ）｝＝［ｑ１（ｔ）　ｑ２（ｔ）　…ｑｉ（ｔ）　…ｑｎ（ｔ）］
Ｔ （７ｆ）

　｛ｐ（ｔ）｝＝［ｐ１（ｔ）　ｐ２（ｔ）　…ｐｉ（ｔ）　…ｐｎ（ｔ）］
Ｔ （７ｇ）

以上各式均是按有限元的一般方法对号集总

而成，设其自由度总数（即待定的结点位移和动量

函数数目）为２ｎ．此外，在进行数值运算之前，还应
对边界条件进行处理．
２．２　辛时间子域法

辛时间子域法的思想是把所考察的整个时间

响应历程划分成若干个时间子域，在任一时间子域

上，用Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式逼近待定的位移和动量
函数，根据动力学的变分原理，求解出子域末端的

状态值；然后，把前一个时间子域的末端状态值作

为下一个时间子域的初始状态值，重复上一步的计

６５１
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算；如此进行递推，直至最后一个时间子域．
对于任意时间子域［ｔｉ，ｔｉ＋１］，令ｔ０＝ｔｉ＋１－ｔｉ，则

局部时间坐标表示的时间子域为 ｔ∈［０，ｔ０］；再把
该时间子域等分为ｍ段，令ｓ＝ｍ＋１，每段长为Ｈ，
则无量纲局部时间坐标表示的时间子域为 τ∈［０，
ｍ］，其中τ＝ｔ／Ｈ．在当前的时间子域上，令：
　ｑｉ（ｔ）＝∑ｓ

ｊ＝１

ａｉｊφｊ（τ），ｐｉ（ｔ）＝∑ｓ
ｊ＝１

ｂｉｊφｊ（τ），（ｉ＝１，２，…，ｎ）

或表示为：

｛ｑ（ｔ）｝＝［Φ（τ）］｛ａ｝，｛ｐ（ｔ）｝＝［Φ（τ）］｛ｂ｝
（８ａ，ｂ）

式中｛ａ｝和｛ｂ｝分别是待定的结点位移和动量向
量；

｛ａ｝＝［ａ１１ａ２１…ａｎ１ａ１２…ａｎ２…ａｎｉ…ａｎｓ］
Ｔ，

｛ｂ｝＝［ｂ１１ｂ２１…ｂｎ１ｂ１２…ｂｎ２…ｂｎｉ…ｂｎｓ］
Ｔ

记时间子域初始结点位移和动量向量分别为：

｛ａ０｝＝［ａ１１　ａ２１…ａｎ１］
Ｔ，

｛ｂ０｝＝［ｂ１１　ｂ２１…ｂｎ１］
Ｔ；

时间子域末端结点位移和动量向量分别为：

｛ａｍ｝＝［ａ１ｓ　ａ２ｓ…ａｎｓ］
Ｔ，

｛ｂｍ｝＝［ｂ１ｓ　ｂ２ｓ…ｂｎｓ］
Ｔ；

中间时刻ｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ－１）的结点位移和动量
向量分别为：

｛ａｋ｝＝［ａ１（ｋ＋１）　ａ２（ｋ＋１）…ａｎ（ｋ＋１）］
Ｔ，

｛ｂｋ｝＝［ｂ１（ｋ＋１）　ｂ２（ｋ＋１）…ｂｎ（ｋ＋１）］
Ｔ；

［Φ（τ）］＝［１（τ）］［２（τ）］…［ｘ（τ）］，［ｊ（τ）］＝

　

［ｊ（τ） ０ … ０

０ ｊ（τ） … ０

   

０ ０ … ｊ（τ













）］ｎ×ｎ

（ｊ＝１，２，…，ｓ），φｊ是ｍ次Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数；以五
次等间距Ｌａｇｒａｎｇｅ插值为例，

φ１＝－
１
１２０（τ－１）（τ－２）（τ－３）（τ－４）（τ－５），

φ２＝
１
２４τ（τ－２）（τ－３）（τ－４）（τ－５），

φ３＝－
１
１２τ（τ－１）（τ－３）（τ－４）（τ－５），

φ４＝
１
１２τ（τ－１）（τ－２）（τ－４）（τ－５），

φ５＝－
１
２４τ（τ－１）（τ－２）（τ－３）（τ－５），

φ６＝
１
１２０τ（τ－１）（τ－２）（τ－３）（τ－４）．

将式（８ａ，ｂ）代入式（７），得：

　Π２＝｛ｂ｝
Ｔ［Ｍｔｔ］｛ａ｝－

１
２｛ｂ｝

Ｔ［Ｋｐｔ］｛ｂ｝－
１
２｛ａ｝

Ｔ×

［Ｋｔ］｛ａ｝－｛ａ
。
｝Ｔ［Ｃｔ］｛ａ｝＋

｛Ｆｔ｝
Ｔ｛ａ｝－｛ｂ。｝Ｔ［Ｍｔ１］｛ａ｝ （９）

式中

［Ｍｔｔ］＝∫
ｍ

０

［Φ］Ｔ［Ｍ］［Φ
·

］ｄτ，［Ｋｐｔ］＝∫
ｍ

０

Ｈ［Φ］Ｔ［Ｋｐ］［Φ］ｄτ，

［Ｋｔ］＝∫
ｍ

０

Ｈ［Φ］Ｔ［Ｋ］［Φ］ｄτ，［Ｃｔ］＝∫
ｍ

０

［Φ
·

］Ｔ［Ｃ］［Φ］ｄτ，

｛Ｆｔ｝
Ｔ ＝∫

ｍ

０

｛Ｆ｝Ｔ［Φ］ｄτ，［Ｍｔ１］＝［Φ１］
Ｔ［Ｍｔ］［Φ１］

或表示为

［Ｍｔｔ］＝（∫
ｍ

０

［φ］Ｔ［φ
·

］ｄτ）［Ｍ］，

［Ｋｐｔ］＝（∫
ｍ

０

Ｈ［φ］Ｔ［φ］ｄτ）［Ｋｐ］，

［Ｋｔ］＝∫
ｍ

０

Ｈ［φ］Ｔ［φ］ｄτ）［Ｋ］，

［Ｃｔ］＝（∫
ｍ

０

［φ
·

］Ｔ［φ］ｄτ）［Ｃ］，

［Ｍｔ１］＝（［φ（ｍ）］
Ｔ［φ（ｍ）］）［Ｍｔ］．

式中，［φ］＝［φ１　φ２　…　φｓ］，上标·表示对 τ
的导数，符号表示Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ乘积；｛Ｆ｝是整体时
间坐标的函数，积分时要把它转换到当前时间子域

的局部时间坐标上．

令δΠ
～

２＝０，并整理可得
［Ｒ］２ｎｓ×２ｎｓ｛Δ｝２ｎｓ×１＝｛ｐ｝２ｎｓ×１ （１０）

式中 ［Ｒ］２ｎｓ×２ｎｓ＝
［Ｒ１１］ｎｓ×ｎｓ　［Ｒ１２］ｎｓ×ｎｓ
［Ｒ２１］ｎｓ×ｎｓ　［Ｒ２２］

[ ]
ｎｓ×ｎｓ

（１０ａ）

［Ｒ１１］ｎｓ×ｎｓ＝
１
２（［Ｋｔ］＋［Ｋｔ］

Ｔ）＋［Ｃｔ］
Ｔ，

［Ｒ１２］ｎｓ×ｎｓ＝［Ｍ
ｔ
１］
Ｔ－［Ｍｔｔ］

Ｔ （１０ｂ，ｃ）

［Ｒ２１］ｎｓ×ｎｓ＝－［Ｍ
ｔ
ｔ］，［Ｒ２２ｎｓ×ｎｓ＝

１
２（［Ｋ

ｐ
ｔ］＋［Ｋ

ｐ
ｔ］
Ｔ）

（１０ｄ，ｅ）

｛Δ｝２ｎｓ×１＝
｛ａ｝
｛ｂ{ }｝，｛ｐ｝２ｎｓ×１＝

｛Ｆｔ｝

｛０{ }｝ （１０ｆ，ｇ）

引入初始条件ｕｉ（ｘ，０）＝ｕｉ０（ｘ）和ｐｉ（ｘ，０）＝ｐｉ０（ｘ）
＝ρｖｉ０ｘ后，式（１０）变成

　［Ｒ］２ｎｍ×２ｎｍ＝｛Δ｝２ｎｍ×１＝｛Ｐ｝２ｎｍ×１－［Ｒ０］２ｎｍ×２ｎ｛Δ０｝２ｎ×１
（１１）
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式中｛Δ０｝２ｎ×１＝
｛ａ０｝ｎ×１
｛ｂ０｝ｎ×{ }

１

．

式（１１）是本文给出的计算递推格式．求解线性
方程组（１１）得到当前时间子域内各结点任一时刻的
位移和动量．然后，把当时的时间子域末端的结点位
移向量｛ａｍ｝和动量向量｛ｂｍ｝作为下一时间子域的
初始状态值，如此重复进行就形成递推算法．

３　算例

假设厚方板边长６００ｃｍ，板厚分别为２４０ｃｍ，弹

性模量Ｅ＝３×１０６ｋｇ／ｃｍ２，μ＝０，密度ρ＝０．００２５ｋｇ／
ｃｍ３，周期干扰力ｆ＝１０００００ｓｉｎ（５００ｔ）（ｋｇ）作用于板
中心，初位移珘ｗ０＝０，初动量珓ｐ０＝０，计算板中心的动
挠度值．这里将板分成（４×４）个单元，采用中厚板通
用八结点等参元，３×３高斯积分，时间子域采用四
次、三次、二次Ｌａｇｒａｎｇｅ插值，振型叠加法取全部离
散振型．有关各种边界条件的厚板计算结果比较分
别见表１和图１至图４．图中的本文方法表示时间
子域采用四次Ｌａｇｒａｎｇｅ插值，其长度取４Ｈ＝４Δｔ．表
中计算结果的右边列是相对误差百分比．

表１　四边简支厚方板中心的动挠值（厚跨比＝４／１０）（Δｔ＝０．０００７秒）

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｄｙｎａｍｉｃｄｅｆｌｃｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｗｉｔｈｆｏｕｒｅｄｇｅｓｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

（ｒａｔｉｏｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｔｏｓｐａｎ＝４／１０，Δｔ＝０．０００７ｓ）

ｔｉｍｅ（ｓ）
ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ（ｍｍ）

ｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ（ｍｍ）
４Ｈ＝Δｔ ４Ｈ＝４Δｔ ３Ｈ＝Δｔ ２Ｈ＝Δｔ

Ｗｉｌｓｏｎ－θ（ｍｍ）
θ＝１．４，Δｔ

Ｎｅｗｍａｒｋ－β（ｍｍ）
β＝０．２５，Δｔ

０．０００７ ０．００４７ ０．００４８ －２．１３ ０．００４８ －２．１５ ０．００４８ ０．００４９ ０．００２３ ５１．０６ ０．００４２ ９．７０
０．００１４ ０．０１２４ ０．０１２５ －０．８１ ０．０１２１ ２．３５ ０．０１２４ ０．０１２３ ０．０１２４ ０．００ ０．０１２７ －２．４３
０．００２１ ０．０２１１ ０．０２１０ ０．４７ ０．０２１１ ０．１９ ０．０２０９ ０．０２１１ ０．０２０５ ２．８４ ０．０２１０ ０．３５
０．００２８ ０．０３１６ ０．０３１６ ０．００ ０．０３１６ －０．０７ ０．０３１５ ０．０３１８ ０．０３００ ５．０６ ０．０３０９ ２．２６
０．００３５ ０．０４１７ ０．０４１８ －０．２４ ０．０４１５ ０．５７ ０．０４２０ ０．０４１９ ０．０３８６ ７．４３ ０．０３９８ ４．６１
０．００４２ ０．０４６２ ０．０４６１ ０．２２ ０．０４６６ －０．９７ ０．０４６３ ０．０４６６ ０．０４３９ ４．９８ ０．０４５３ １．８９
０．００４９ ０．０４４１ ０．０４３９ ０．４５ ０．０４４３ －０．４３ ０．０４４０ ０．０４４１ ０．０４３１ ２．２７ ０．０４４３ －０．４３
０．００５６ ０．０３３７ ０．０３３８ －０．３０ ０．０３３２ １．５０ ０．０３３６ ０．０３２９ ０．０３３８ －０．３０ ０．０３３１ １．９１
０．００６３ ０．０１３１ ０．０１３１ ０．００ ０．０１３８ －５．４６ ０．０１３１ ０．０１２９ ０．０１６７ －２７．４８ ０．０１５１ －１５．６０
０．００７０ －０．０１０７ －０．０１０７ ０．００ －０．０１０６ ０．８６ －０．０１０８ －０．０１１３ －０．００５４ ４９．５３ －０．００７４ ３１．１１

图１　四边固支厚方板（厚跨比＝４／１０）（Δｔ＝０．０００４秒）

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｗｉｔｈｆｏｕｒｅｄｇｅｓｆｉｘｅｄ

（ｒａｔｉｏｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｔｏｓｐａｎ＝４／１０，Δｔ＝０．０００４ｓ）

图２　四边简支厚方板（厚跨比＝４／１０）（Δｔ＝０．０００７秒）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｗｉｔｈｆｏｕｒｅｄｇｅｓｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

（ｒａｔｉｏｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｔｏｓｐａｎ＝４／１０，Δｔ＝０．０００７ｓ）

图３　两边固支两边简支厚方板（厚跨比＝４／１０）（Δｔ＝０．０００５秒）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｗｉｔｈｔｗｏｅｄｇｅｓｆｉｘｅｄａｎｄｏｔｈｅｒｓｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

（ｒａｔｉｏｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｔｏｓｐａｎ＝４／１０，Δｔ＝０．０００５ｓ）

图４　一边固支三边自由厚方板（厚跨比＝４／１０）（Δｔ＝０．０００５秒）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｅｄｇｅｆｉｘｅｄａｎｄｏｔｈｅｒｓｆｒｅｅ

（ｒａｔｉｏｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｔｏｓｐａｎ＝４／１０，Δｔ＝０．０００５ｓ）
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４　结语

（１）本文所建立的相空间非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变
分原理是厚板动力学基本理论的最核心部分，而这

个部分就是实现将厚板动力学从 Ｌａｇｒａｎｇｅ体系到
Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系变革的最重要的标志．这种体系的变
革，意义是重大的．

（２）厚板理论是工程上常用的考虑剪切变形影
响的二维结构理论．首次建立了有阻尼厚板动力学
的相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理．这种相空间变
分原理导出的算法自然能保持哈密顿体系的结构特

性，从而就能提出一些计算性能更好的高效辛算法．
（３）基于所建立的相空间变分原理，提出一种

称之为辛空间有限元时间子域法的辛算法，并且采
用该方法分析了各种边界条件和厚跨比为０．４的厚
方板动力响应问题．结果表明，当时间子域用四次
Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式插值时，甚至时间子域为四倍
时间步长，其精度仍很高，而且可以减少求解线性方

程组的次数和减少误差的积累，这说明了它的计算

精度和计算效率都明显高于 Ｗｉｌｓｏｎθ法和 Ｎｅｗ
ｍａｒｋβ法；若时间子域分别采用三次和二次 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值多项式插值时，其精度也比较高．图１～４
都是前六十步的结果比较，从图中可以看出，尽管经

过这么多次的递推，本文方法的结果仍然与解析解

很吻合，这说明了本文方法不但计算精度很高，而且

其具有良好的稳定性和收敛性．但是，Ｗｉｌｓｏｎθ法和
Ｎｅｗｍａｒｋβ只有在时间步长较小的情况下才有较好
的精度，这势必增加求解线性方程组的次数和增加

误差的积累，对于计算效率和精度都很不利．
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