
书书书

第８卷第２期２０１０年６月
１６７２６５５３／２０１０／０８⑵／１４２４

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．８Ｎｏ．２
Ｊｕｎ．２０１０

２００９０９０７收到第１稿，２０１００１０８收到修改稿．
国家自然科学基金资助项目（１０９７２１８１），陕西省科学基金（２００７Ａ１０）和西北工业西北工业大学翱翔之星资助项目

非线性三角恋模型及其在高斯白噪声激励下

的基本动力学特征
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摘要　研究了非线性三角恋模型在某些特定参数下的一些基本动力学特征，包括对称性、耗散性、不动点

（平衡），混沌行为和混沌吸引子．由于心理系统具有高度的复杂性和不确定性，本文用标准高斯白噪声刻画

随机因素，构建了随机激励下的爱情模型，并研究了新模型的随机动力学行为，得到了不同激励幅值下系统

的响应结果．
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引 言

心理学是研究人的心理现象与行为的科学，是

构成认识论的重要知识领域．人的心理从孕育、创
立、发展、成熟到变异（或衰退）是一个演化过

程［１－３］．爱情的发展和演化是典型的心理学活动之
一，也是现实生活中人们普遍关心的一种心理活

动［４－６］．
Ｓｔｒｏｇａｔｚ研究了一个描述 Ｒｏｍｅｏ和 Ｊｕｌｉｅｔ之间

爱情发展的数学模型［７］，Ｒ（ｔ）是 ｔ时刻 Ｒｏｍｅｏ对
Ｊｕｌｉｅｔ的爱（如果 Ｒ（ｔ）＜０，则表示 Ｒｏｍｅｏ对 Ｊｕｌｉｅｔ
的恨），Ｊ（ｔ）是ｔ时刻 Ｊｕｌｉｅｔ对 Ｒｏｍｅｏ的爱．则爱情
模型可以建立为

ｄＲ
ｄｔ＝ａＲ＋ｂＪ

ｄＪ
ｄｔ＝ｃＲ＋ｄＪ （１）

２００４年Ｓｐｒｏｔｔ在Ｓｔｒｏｇａｔｚ的研究基础上，提出
了一系列的爱情模型，这些模型都是一些普通的

微分方程，Ｓｐｒｏｔｔ用这些方程来描述随着时间的演
化恋爱中的人所表现出爱（或恨）的情况［８］．Ｓｐｒｏｔｔ
从两个人的爱情关系发展到了三角恋的爱情关系，

并引入了ｌｏｇｉｓｔｉｃ函数ｙ＝Ｊ（１－｜Ｊ｜），使原来的线
性模型变为能够产生混沌现象的非线性模型，即

ｄＲＪ
ｄｔ＝ａＲＪ＋ｂ（Ｊ－Ｇ）（１－｜Ｊ－Ｇ｜）

ｄＪ
ｄｔ＝ｃＲＪ（１－｜ＲＪ｜）＋ｄＪ

ｄＲＧ
ｄｔ＝ａＲＧ＋ｂ（Ｇ－Ｊ）（１－｜Ｇ－Ｊ｜）

ｄＧ
ｄｔ＝ｅＲＧ（１－｜ＲＧ｜）＋ｆＧ （２）

称方程（２）为非线性三角恋模型（ｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｏｖｅ－
ｔｒｉａｎｇｌｅｍｏｄｅｌ），其中，ＲＪ代表 Ｒｏｍｅｏ对 Ｊｕｌｉｅｔ的爱
（或恨），ＲＧ代表 Ｒｏｍｅｏ对第三者 Ｇｕｉｎｅｖｅｒｅ的爱
（或恨），Ｇ代表Ｇｕｉｎｅｖｅｒｅ对Ｒｏｍｅｏ的感情．系数ａ
和ｂ为 Ｒｏｍｅｏ的浪漫风格（ｒｏｍａｎｔｉｃｓｔｙｌｅ），（ｃ，ｄ）
和（ｅ，ｆ）分别为 Ｊｕｌｉｅｔ和 Ｇｕｉｎｅｖｅｒｅ的浪漫风格．为
了简化，假设 Ｊｕｌｉｅｔ和 Ｇｕｉｎｅｖｅｒｅ互不认识，Ｒｏｍｅｏ
对她们采取相同的浪漫风格．ａ和 ｂ的正负决定
Ｒｏｍｅｏ展现四种不同的浪漫类型，Ｓｔｒｏｇａｔｚ等人分
别将这些情形命名为：

 热情的爱情主义者：ａ＞０，ｂ＞０（Ｒｏｍｅｏ同
时受到自己的情感和Ｊｕｌｉｅｔ的情感的激励）．

 自恋的讨厌虫：ａ＞０，ｂ＜０（Ｒｏｍｅｏ希望能
够得到比他想的还要多但是却因为Ｊｕｌｉｅｔ的感情而
退缩）

 谨慎的恋人（可靠的）：ａ＜０，ｂ＞０（Ｒｏｍｅｏ
因为自己的情感而退缩，但却得到了 Ｊｕｌｉｅｔ的情感
的激励）

 隐士：ａ＜０，ｂ＜０（Ｒｏｍｅｏ因为自己 Ｊｕｌｉｅｔ
两个人的情感而退缩）

１　非线性三角恋模型的基本动力学特征
在这部分中，我们将研究非线性三角恋模型的

一些基本动力学特征，包括对称性，耗散性，定点（平
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衡），混沌行为以及混沌吸引子等．尤其是在 Ｒｏｍｅｏ
（ａ＝－３，ｂ＝４）和Ｇｕｉｎｅｖｅｒｅ（ｅ＝２，ｆ＝－１）都是谨
慎的恋人而Ｊｕｌｉｅｔ（ｃ＝－７，ｄ＝２）是自我陶醉的讨厌
虫这样特定情形下系统的一些动力学行为．

（１）对称性：系统（２）是关于原点（０，０，０，０）对
称，因为如果（ＲＪ０，Ｊ０，ＲＧ０，Ｇ０）是方程（１．２）的解，那
么（－ＲＪ０，－Ｊ０，－ＲＧ０，－Ｇ０）必定也是方程的解．

（２）耗散性：方程（２）的散度是：

·Ｆ＝
ｄＲＪ
ｄｔ／ＲＪ＋

ｄＪ
ｄｔ／ＲＪ＋

ｄＲＧ
ｄｔ／ＲＧ＋

ｄＧ
ｄｔ／Ｇ＝

２ａ＋ｄ＋ｆ （３）
由于

２ａ＋ｄ＋ｆ＝－５＜０ （４）
故，非线性三角恋系统是耗散的．

（３）平衡点及其稳定性：令
ｄＲＪ
ｄｔ＝０，

ｄＪ
ｄｔ＝０，

ｄＲＧ
ｄｔ

＝０和ｄＧｄｔ＝０，可以得到系统的平衡点为 Ｅ＝（ｘ，－

ｃ
ｄｘ（１－｜ｘ｜），－ｘ，

ｅ
ｆｘ（１－｜ｘ｜）），其中

ｘ（ｂ（ｄｅ＋ｃｆ）（１－｜ｘ｜）（１－ ｄｅ＋ｃｆｄｆ ·｜ｘ｜·｜１

－｜ｘ｜｜）－ａｄｆ）＝０ （５）
由于系统（２）的对性性，这里只须考虑 ｘ＞０的情
形．（５）式可以转化为

ｘ（（１－ｘ）（１－ｍｘ·｜１－ｘ｜）－ｎ）＝０ （６）

其中ｍ＝ ｄｅ＋ｃｆｄｆ ，ｎ＝ ａｄｆ
ｂ（ｄｅ＋ｃｆ）．代入参数的具体

数值有：ｍ＝１１２，ｎ＝
３
２２．

故，方程（６）的根是：ｘ１＝０，ｘ２＝０．１６１，ｘ３＝１．２６２．因
此，我们可以得到系统的５个平衡点：Ｅ０＝（０，０，０，０），
Ｅ１＝－Ｅ２＝（０．１８，０．５１７，－０．１８，－０．２９５），Ｅ３＝－Ｅ４
＝（１．２４，－１．０４２，－１．２４，０．５９５）．
对应在Ｅ０处的线性化系统的系数矩阵是：

Ａ＝

ａ ｂ ０ －ｂ
ｃ ｄ ０ ０
０ －ｂ ａ ｂ
０ ０











ｅ ｆ

（７）

矩阵Ａ的特征值分别为：λ１＝ａ＝３．０，λ２＝２．３８６，

λ３，４＝０．１９３±３．９８５ｉ，由于 Ｒｅ（λ３，４）＞０，故 Ｅ０是
非稳定平衡点．

（４）混沌吸引子：在ａ＝－３，ｂ＝４，ｃ＝－７，ｄ＝

ｅ＝２，ｆ＝－１时，系统（２）存在着混沌吸引子（如图
１所示）．此时系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是０．３９，
Ｋａｐｌａｎ－Ｙｏｒｋｅ维数是２．０２６．图２显示了随时间演
化Ｒｏｍｅｏ对Ｊｕｌｉｅｔ的情感变化，该图同时也显示了
初值改变１％时Ｒｊ的混沌演化过程．

图１　系统（２）的混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　ＳｔｒａｎｇｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＳｙｓｔｅｍ（２）

图２　初始条件改变１％时Ｒｏｍｅｏ对Ｊｕｌｉｅｔ的情感演化过程

Ｆｉｇ．２　ＣｈａｏｔｉｃｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆＲｏｍｅｏ’ｓｌｏｖｅｆｏｒＪｕｌｉｅｔｆｒｏｍ（２）ｓｈｏｗｉｎｇ

ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｃｈａｎｇｉｎｇｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｂｙ１％

图３　系统（２）的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随参数的变化

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｏｆＳｙｓｔｅｍ（２）

ｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｃｈａｎｇｉｎｇ

固定其中５个参数的值，即ｂ＝４．０，ｃ＝－７．０，
ｄ＝２．０，ｅ＝２．０和 ｆ＝－１．０，图３显示了系统（２）
的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随参数 ａ的变化，当 －３．２７２
＜ａ＜－２．９３０，系统存在着混沌吸引子．类似地，固
定其它５个参数，可以得到使系统为混沌系统的第
６个参数的数值范围，如表１所示．实际上，使得系
统存在混沌的参数空间的范围是相对小的，更多的

３４１
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是周期解或无限解．
表１　系统（２）存在混沌吸引子时参数的数值范围

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｖａｌｕｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｓｉｘｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒ

ａｔｗｈｉｃｈｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（２）ｅｘｉｓｔｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｅｘｔｅｎｔ
ａ －３．２７２———－２．９３０
ｂ ２．９７１———１０．８３８
ｃ －８．０５０———－６．７５２
ｄ １．８４５———２．０４５
ｅ １．７３１———２．０８２
ｆ －１．７７１———－０．８６３

２　高斯白噪声激励下的非线性三角恋模型

在现实生活中，许多因素可以影响两人之间爱

情的发展．包括来自身体组织的干扰（身体疲劳
等）和一些对爱情发展有影响的突发事件［９－１１］．比
如，Ｒｏｍｅｏ在某一天买彩票突然中了大奖，Ｒｏｍｅｏ
非常高兴，这时候他可能会给Ｊｕｌｉｅｔ更多的爱，同时
Ｊｕｌｉｅｔ对他的爱也可能会因Ｒｏｍｅｏ得大奖而有所变
化．但是也有可能会出现这样的情况：Ｒｏｍｅｏ意外
的出车祸了，Ｒｏｍｅｏ的心情坏到了极点，这时他可
能顾不上Ｊｕｌｉｅｔ，对她的爱也就减少了．然而，影响
Ｒｏｍｅｏ和Ｊｕｌｉｅｔ两人之间爱情发展的事件发生完全
是随机的，不确定的．假设发生在 Ｒｏｍｅｏ身上的
“好事”和“坏事”的可能性是一样的，显然每次发

生的事件的强度是不一样的，因此可以用标准高斯

白噪声［９，１２］ξ（ｔ）代表 ｔ时刻所发生的随机事件．为
了简化，本文只考虑Ｒｏｍｅｏ对 Ｊｕｌｉｅｔ的情感受到随
机事件影响的情形，因此建立新模型如下：

ｄＲＪ
ｄｔ＝ａＲＪ＋ｂ（Ｊ－Ｇ）（１－｜Ｊ－Ｇ｜）＋ｍξ（ｔ）

ｄＪ
ｄｔ＝ｃＲＪ（１－｜ＲＪ｜）＋ｄＪ

ｄＲＧ
ｄｔ＝ａＲＧ＋ｂ（Ｇ－

　Ｊ）（１－｜Ｇ－Ｊ｜）ｄＧｄｔ＝ｅＲＧ（１－｜ＲＧ｜）＋ｆＧ

（８）
利用随机四阶Ｒｕｎｇｅ－ｋｕｔｔａ方法求解方程（８），我们
可以得到系统不同形态的吸引子和数值解，如图４
所示．在一定的激励幅值下，系统混沌吸引子的形状
并没有发生改变，方程（８）的解依然保持在一个稳定
的区域内（如图４（ａ）），这反映了系统具有一定的稳
定性．随着激励幅值的进一步变大，系统逐渐偏离原
来的稳定状态，进入一个新的稳定域（如图４（ｂ＆ｄ））．

图４　不同激励幅值下系统（８）的Ｊ－ＲＪ相图和ＲＪ（ｔ）得时间历程图

（ａ）ｍ＝１．０；（ｂ）ｍ＝２．３；（ｃ）ｍ＝２．６；（ｄ）ｍ＝３．０

Ｆｉｇ．４　Ｊ－ＲＪｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＲＪ（ｔ）ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅｏｆＥｑ．８ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓａｍｐｌｉｔｕｄｅ（ａ）；（ｂ）；（ｃ）；（ｄ）

图５　在不同激励幅值下的最大值

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｌａｒｇｅｓｔｖａｕｌｅｏｆｏｆＥｑ（８）ｗｉｔｈｃｈａｎｇｉｎｇ

尽管如此，在这个过程中，存在一些特定的激励幅

值使得系统回归到图４（ａ）的状态．图５表示了在
不同激励幅值下，Ｒｏｍｅｏ对 Ｊｕｌｉｅｔ“爱”的最大值的
变化．可以看出，随着激励幅值的不断增大，Ｒｏｍｅｏ

４４１
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对Ｊｕｌｉｅｔ的情感将会是大起大落的，可以认为这时
候的爱情是畸形的、不健康的．因此，随机事件对心
理活动的影响应当引起人们的注意．

３　总结

本文主要研究了在一些特定参数值下非线性

三角恋模型（ＮｏｎｌｉｎｅａｒＬｏｖｅ－ｔｒｉａｎｇｌｅＭｏｄｅｌ）的基
本动力学特征．通过讨论系统的对称性、耗散性、不
动点和混沌吸引子等印证了系统存在着混沌吸引

子．为了分析更为现实的爱情，体现随机因素的影
响，建立了随机因素激励下新的爱情模型，讨论了

在不同激励幅值下系统的动力学行为．
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