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摘要　基于正交小波包分析思想研究分数阶系统的动力学特性识别，提出了一套新的、能有效识别分数次

动力系统复杂动力学行为的程序化方法．首先根据时间序列的平均周期对信号的频带进行分割并获得与各

个频带对应的子信号；然后，通过计算子信号能量所占整个采样序列总能量的比重对时间序列的相关特性

进行直观识别；最后，采用上述方法对受控的分数次Ｃｈｅｎ系统进行特征识别的结果与常用的功率谱分析方

法所得结果是一致的．这些表明基于正交小波包分析方法能够有效地应用于分数阶系统的动力学特征识

别．
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引 言

近半个世纪以来，被誉为２０世纪自然科学中
的“三大革命之一”的非线性科学获得前所未有的

蓬勃发展．混沌科学作为非线性科学的一个主要分
支，其理论研究和如何应用混沌的研究成果造福人

类已成为２１世纪非线性科学发展的新课题．尽管
目前科学界尚未给出一个公认的、严格的混沌定

义，但研究者已经逐步揭示出了混沌现象的一些主

要特征，如：确定性、有界性、类随机、对初值的极端

敏感性、长期不可预测性、正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、宽
带功率谱和遍历性等等［１］．

目前，试图从理论上揭示混沌本质，刻画其基

本特征，反映其系统动力学行为的方法不少，如基

于斯梅尔马蹄理论、梅林科夫方法解析分析的方

法、或者通过计算系统或者序列的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、
维数、或吸引子的庞加莱界面、计算混沌信号的功

率谱、互信息量、信息熵等［１］．对于能够用显式微分
方程表示的系统，这些方法能够比较全面地分析系

统所蕴含的混沌或周期等特性；而对于只是用时间

序列表示的一组或多组非线性关系的数据，如何揭

示数据蕴含的规律及本质，上述方法并不能很好地

解决该问题．尽管目前研究者常采用 Ｗｏｌｆ方法、Ｐ
－范数方法和小数据量方法等分析时间序列的最
大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，但这些方法在计算最大 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数前，都要求对时间序列进行重构相空间，
而重构相空间的优良对最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的计算
精度影响非常大．因此，寻找更加简便的方法揭示
时间序列所蕴含本质的方法一直是非线性科学研

究领域关注的问题之一［２－５］．
文献［６］，［７］根据小波分析理论及正交小波包

的特性，对混沌信号的特征识别问题进行了初步的

探讨，但这一方法的技术细节不够清晰、其理论分析

也并未得到非线性研究领域的足够的重视．本文将
该思想进一步规范化，并将之应用到分数阶微分系

统的动力学分析研究领域［８－１１］，并通过数值仿真实

例验证了这一新方法的有效性．本文的其余部分结
构安排如下：首先简要介绍了基于正交小波包分析

方法的时间序列特征识别的相关理论；然后，基于这

一方法，以受控齐次分数阶Ｃｈｅｎ系统为例，给出了
该方法的具体实施步骤；最后，给出了简单的结论，

并对需要进一步研究的内容进行了展望．

１　正交小波包分析方法简介

小波变换能够进行时－频局部化，时－频窗的自
适应性满足了信号处理时－频分析的根本需要，特别
适合于非平稳信号的分析和处理，是分析伪随机性的

混沌特性的有效工具．这是小波变换在信号时－频分
析研究方面的优势之一，但这种自适应性导致了一个

新问题，即“高频低分辨率”问题，特别是在使用离散
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小波变换时，该问题表现的非常明显［６－７］．
正交小波包分析能够为信号提供一种更为精

细的分析方法，不仅能够将信号频带进行多层次划

分，而且能够对分辨分析没有细分的高频部分作进

一步的分解，从而提高了频率分辨率，能够有效地

提取特定的频率成分．因此，通过构造正交小波，利
用正交小波包分析方法可以有效的解决“高频低分

辨率”问题［６－７］．有关正交小波包分析的基本思想，
性质及其频带分割能力的分析，对信号的分解与重

构过程可详见文献［６］和专著［７］．

２　正交小波包分析方法在分数阶系统特征
识别中的应用

从本节开始，本文将从一个已知的分数阶微分

动力系统的数值解（时间序列）出发，利用正交小

波包方法分析、识别该系统的复杂动力学特性，并

将之与传统的功率谱分析结果进行比较，验证这一

方法的可行性．
２．１　受控齐次分数阶Ｃｈｅｎ动力学特征介绍

本小节将以受控齐次分数阶Ｃｈｅｎ吸引子的动力
学特征分析为例说明正交小波包分析方法在时间序

列特征识别中的应用，并将该方法与已有的相关分析

进行对比分析．该系统的动力学方程具体如下［８］：
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其中，系统参数取ａ＝３５，ｂ＝３，ｃ＝２８，常数控制器
ｍ取值为０时，系统呈现混沌态，若此时当该系统
（１）的阶次满足分数阶混沌系统产生混沌的必要
条件，且阶次ｑ给定时，让常数控制器 ｍ在一定范
围内变化，系统 （１）还会呈现“极限环”、“单倍周
期”、“高倍周期”、“混沌”等不同动力学行为（详细

研究可参见文献［８］给出的理论分析和相关数值
仿真结果）．

在接下来的讨论中，本文将以０．９５阶的齐次
分数阶系统 （１）为研究对象，验证“基于正交小波
包分析的分数次混沌系统特性识别方法”的有效

性．在下文的所有理论分析和数值研究中，分数阶
微分动力系统的动力学仿真均采用步长为０．０１的

ＡＤＭ预估－校正算法进行数值模拟．选取常数控
制器ｍ的５组不同的取值：１５、１９、２４、３０、３５，根据
文献［５］的分析结果可知：对应此五组常数控制器
取值，分数阶微分系统（１．１）分别呈现“混沌态”、
“３－周期”、“４－周期”、“２－周期”和“单倍周
期”．下文研究当ｍ选定时，对分数阶微分系统（１）
的系统输出变量进行特征识别（仅取 ｘ分量，其他
分量可类似分析）．为便于讨论，将五组 ｍ数值下
所得的时间序列作为下文的分析对象；抛弃足够长

瞬态后获得的相应 ｘ变量数据时间序列分别记为
ｄａｔａｉ（ｉ＝１，２，３，４，５）进行进一步讨论分析．

２．２　利用正交小波包分析方法进行时间序列特征
识别的步骤

本节开始采用文献［６－７］提出的一种基于正
交小波包分析混沌信号特征的识别方法，上述生成

的五组时间序列为分析对象，对它们进行特征识

别．这一方法的基本思想来源是：结合小波分析的
理论，选择适当的小波分解层次，对待分析时间序

列的频带进行精细地分割，再利用各子带能量在时

间序列频带中的分布，提取出混沌运动的特征频

率，进而识别混沌特性，区分周期运动、混沌运动和

随机运动［６－７］．
第一步：平均周期估计与频带分割处理

首先，选取的足够长的时间序列对象并对之平

均周期进行估计，记之为 Ｔｉａｖｅ，则其频率约为 ｆｉ＝

１／Ｔｉａｖｅ（ｉ＝１，２，３，４，５）．采用５阶消失矩，支撑长度
为９的正交小波－Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ５小波对所要分析时
间序列的频带进行分解．若分解层次为５，则可将
时间序列的频带分割为３２个子带．当时间序列的
采样频率为１Ｈｚ是，Ｎｙｑｕｉｓｔ频率的上限为０．５Ｈｚ．
通过平均周期进行估计得知五组时间序列的近似

平均频率均小于０．３Ｈｚ，故对长度为０．５的频带进
行分割，足可以体现时间序列的各种特征．将长度
为０．５的频带分割为３２个子带，则每个子带宽度
０．０１５６Ｈｚ，各子带的频率区间范围如表１所示．其
中Ｓ５，ｉ，（ｉ＝０，１，２，…，３１）分别表示原信号经过５
层分解后在同一尺度下产生的３２个正交的投影信
号．此外，本文还将呈现不同周期的四组时间序列
呈现分频的频率在表１中和分割后的３２个频带范
围进行对应列出，具体结果见表１，这一结果与下
文中功率谱分析结果是对应的．

８３１
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表１　进行５层分解后的频带范围及五组时间序列

Ｄａｔａｉ的特征频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｂａｎｄａｆｔｅｒｂｅｅｎｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏ５ｌｅｖｅｌｓ

ａｎｄｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓＤａｔａｉ

ｔｈｅｓｉｇｎａｌｓ
ｏｆ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｂａｎｄ（Ｈｚ）

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｏｆＤａｔａｉ

ｔｈｅｓｉｇｎａｌｓ
ｏｆ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｂａｎｄ（Ｈｚ）

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｏｆＤａｔａｉ

Ｓ５，０ ０．００００～０．０１５６ Ｓ５，９ ０．１４０６～０．１５６３ ｆ４／２
Ｓ５，１ ０．０１５６～０．０３１３ Ｓ５，１０ ０．１５６３～０．１７１９
Ｓ５，２ ０．０３１３～０．０４６９ Ｓ５，１１ ０．１７１９～０．１８７５ ２ｆ２／３
Ｓ５，３ ０．０４６９～０．０６２５ Ｓ５，１２ ０．１８７５～０．２０３１ ３ｆ３／４
Ｓ５，４ ０．０６２５～０．０７８１ ｆ３／４ ……

Ｓ５，５ ０．０７８１～０．０９３８ ｆ２／３ Ｓ５，１６ ０．２５００～０．２６５６
Ｓ５，６ ０．０９３８～０．１０９４ Ｓ５，１７ ０．２６５６～０．２８１３ ｆ２，ｆ３
Ｓ５，７ ０．１０９４～０．１２５０ ｆ１ Ｓ５，１８ ０．２８１３～０．２９６９ ｆ４，ｆ５
Ｓ５，８ ０．１２５０～０．１４０６ ｆ３／２ ……

（Ｔｕｒｎｒｉｇｈｔｃｏｌｕｍｎ） Ｓ５，３１ ０．４８４４～０．５０００

在选取了正交小波包及分解层次，获得分割频

带之后，对具体的时间序列数据进行分解，并在各

个子带中反映分解后的时间序列信号．以混沌态的
时间序列ｄａｔａ１为分析对象的具体过程如下：先对
时间序列ｄａｔａ１进行预处理，即每隔１００个点抽取１
个点（为图示清晰起见，只取了１００个点）；将得到
的新的时间序列，称为待分解的信号 ｘ１，并进行５
层小波包分解，对各子带的展开系数分别用小波重

构算法进行重构，将得到与表１中分割后的频带相
对应的３２个子信号，用 ｓ５，ｉ，（ｉ＝１，２，…，５）表示，
相应结果如下图所示（其它组序列可类似分析）．

图１　分解后的各个子信号

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｄｉｖｉｄｅｄｓｕｂ－ｓｉｇｎａｌｓ

图１中第一个信号ｓｃ代表待分解信号ｘ１随时

间演化的图形．同时，图１还将分解的３２个子信号

全部给出，图中可见，３－周期可从ｓ５，２中提取出来，

依照萨科夫斯基定理［１］，由“周期３蕴含混沌”，从

而可确定原序列的确具有混沌特性．在本例中，选

择５层分解方式已足以将原信号的各个特征频率

ｎｆｉ
ｍ，（ｉ＝１，２，…，５）等区分开来．对于其它非线性时

间序列对象，也可以做类似分解、提取相应的特征

频率．当然，有时可能需要做更细的分解．

第二步：子信号的能量分布分析

定义１［６］－［７］：　定义各个子信号的能量为Ｅ５，ｉ＝∫
ｔ

０

｜ｓ５，ｉ｜
２ｄｔ＝∑ｎ

ｋ＝１
｜ｘｉ，ｋ｜

２（ｉ＝０，１，…，３１），其中

ｎ表示子信号ｓ５，ｉ的数据长度，ｘｉ，ｋ表示子信号的各
个离散点的幅值．

在获得待分解信号 ｘ１及分解后的３２个子信
号之后，就可以计算各个子信号的能量及各个子信

号能量所占待分解信号 ｘ１的能量的比重．记待分

解信号ｘ１的总能量为Ｅ＝∑
ｉ＝３１
ｉ＝０Ｅ５，ｉ，则各个子信号

能量所占待分解信号ｘ１的总能量的比重η５，ｉ＝
Ｅ５，ｉ
Ｅ

×１００％（ｉ＝０，１，…，３１）．用直方图的形式表示出
分解后３２个子信号的能量分布，如图２（ａ）所示．

以上是以混沌时间序列 ｄａｔａ１为研究对象，进
行数据采样、分解、直方图表示能量分布等过程．若
选用其他几组周期时间序列为研究对象时，用直方

图表示的子信号能量分布图与图 ２（ａ）有何区别
呢？

类似地，选取“３－周期”、“４－周期”、“２－周
期”和“单倍周期”的序列为分析对象，采样、分解

后的各个子信号能量的分布图如图２所示．比较图
２（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）的结果，容易发现：混沌
时间序列分解后的子信号能量分布尽管不均匀，但

在
ｆ１
３，
２ｆ１
３，ｆ１等频段处明显有能量突出；而周期序列

分解后的信号能量分布只在少量倍分频频段有集

中，反映了分析序列的周期特性．由此可以做出结
论：利用能量比重分布的直方图可以有效区分混沌

信号和周期信号．
总体说来，能量比重分布的直方图能够比较准

确地反映受控分数阶 Ｃｈｅｎ系统（１）在不同常数控
制器ｍ作用下所呈现的一些状态演变．
２．３　混沌信号（类随机）与随机噪声的相关对比
讨论

此外，鉴于在实际生活中存在大量完全随机的

时间序列，易与类随机的混沌时间序列发生混淆，下

面的数值研究表明，本文采用的“正交小波包分析方

法”不仅可以识别分数阶微分系统的动力学行为，还

可以有效地辨别被分析信号是混沌的还是随机的．
采用文献［６］－［７］的研究方法，生成一个与时间序
列ｄａｔａ１具有相同标准差的高斯白噪声序列（序列

９３１
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ｄａｔａ１的标准差σ＝７．９２７，长度为１５０，０００），对其进
行采样、分解，获得子信号的能量分布图进行分析．
具体地，当采样频率为１Ｈｚ时，对该高斯白噪声进
行采样、正交小波包分解，获得子信号的能量分布

图如２（ｄ）所示．比较图２（ａ）与图２（ｆ），容易发现：
后者反映出来的各子带功率在信号总功率中所占

比重大体均匀，即，能量比重分布相对均匀，无功率

集中点，这与图２（ａ）中混沌信号采样、正交小波包
分解后，获得的子信号的能量分布图存在明显差

异．事实上，如前所述，图２（ａ）中混沌信号的一个
显著特征表现为在三处有能量分布的相对集中．

图２　不同信号子带功率分布的直方图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｏｗｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｇｎａｌｓｕｂ－ｂａｎｄｓ

２．４　利用功率谱分析对于上述方法的验证性分析
众所周知，功率谱分析方法可以分析时间序列

的一些特性．一般而言，对于蕴含混沌运动的时间
序列，其功率谱图中会出现噪声背景和宽峰的连续

谱，并含有与周期运动对应的尖峰，以表明混沌运

动蕴含着周期轨迹；对于体现周期运动的时间序

列，其功率谱图只在基频率及倍频率处出现尖

峰［６－７］．因此，观察功率谱图不仅可以观察到时间
序列是否呈现倍周期或者混沌状态，而且通过观察

图形中尖峰对应的频率，可以得到时间序列的平均

频率和平均周期．
采用功率谱分析的方法分析前述时间序列ｄａ

ｔａｉ（ｉ＝１，２，３，４，５），若时间序列的采样频率为
１０Ｈｚ，Ｎｙｑｕｉｓｔ频率为５Ｈｚ时，从功率谱分析的结果
中易知：五组时间序列对应的平均频率分别为 ｆ１＝
０．１１２３Ｈｚ、ｆ２ ＝０．２７１９Ｈｚ、ｆ３ ＝０．２６９９Ｈｚ、ｆ４ ＝０．
２８２０Ｈｚ、ｆ５＝０．２９１９Ｈｚ，相应的结果如图 ２（ａ）－
（ｅ）所示．为清晰起见，功率谱图３中只显示了“０
～０．３Ｈｚ”频段内的图形．该功率谱图表明：状态序
列ｄａｔａ１、ｄａｔａ２、ｄａｔａ３、ｄａｔａ４和ｄａｔａ５谱峰分布分别对

应“混沌状态”、“３－倍周期”、“４－倍周期”、“２－
倍周期”和“单倍周期”，与文献［８］中的分岔图结
果及前一部分提出的“利用正交小波包分析时间序

列特征”的结果一致．

图３　不同信号的局部功率谱示意图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｌｏｃａｌｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｇｎａｌｓ

３　结论与展望

在工程实践中出现的信号（时间序列）多是混

沌、周期或随机信号的混合形式，利用混沌、随机或

周期信号能量分布特点，及小波去噪方法检测非线

性时间序列中蕴含的特征对有效地应用混沌有一

定的现实意义．本文的分析过程及仿真结果表明
“利用正交小波包分析方法进行信号的混沌等特征

识别”之方法是可行的．当然，这当中也存在一些进
一步的工作值得继续深入研究，如：时间序列对象

的平均周期的准确确定问题、对应时间序列分解层

数的选取标准问题等等．此外，如何把功率谱分析
方法与本文方法如何有效结合，给出对时间序列采

样、分解后子信号的能量分布图与周期性对应关系

的相关理论分析等，都是有待进一步解决的问题．
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