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一阶时滞系统的鲁棒 α稳定性区域分析

狄成宽

（南京工程学院应用数学研究所 ，南京　２１１１６７）

摘要　主要研究了滞后型一阶时滞系统的鲁棒α－稳定性，即参数在一定区间上任意取值，都能确保系统的

平衡点的α－稳定性．给出了两种分析方法，其中一种基于Ｈａｙｅｓ第二定理，另一种基于ＬａｍｂｅｒｔＷ函数．两

种方法给出的结果是一致的．最后，几个实例说明了文中方法的有效性．

关键词　时滞，　α－稳定性，　鲁棒稳定性，　稳定性区域，　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数

引 言

稳定性是许多实际系统的基本要求．由于系统
的约化，系统参数测量误差以及环境变化等原因，

常常难以得到系统参数的精确值，但可以确定它们

在一定范围（如给定参数取值区间）内取值．实际
系统常常要求稳定性应具有鲁棒性，使得系统在规

定范围内对参数的任意组合总是稳定的［１，２，３］．文
献［４］结合文［５，６，７］讨论了一般时滞系统的 α－
稳定性问题，并且得到了有效的判别方法；结合实

际系统稳定性对参数变化区域的要求，下面将讨论

其α－稳定性的鲁棒区间．

１　利用 Ｈａｙｅｓ定理分析一阶时滞系统的稳
定性区域

１．１　问题的导出
我们考虑下列超越方程

λ－ａ－ｂｅ－λ＝０ （１）
上式可看作 λ－ａ－ｂｅ－λτ＝０当 τ＝１时的方

程，而（１）式可同解变化为下式
ｈ（λ）＝λｅλ－ａｅλ－ｂ＝０ （２）
文［８］中Ｈａｙｅｓ第二定理为

定理　方程ｈ（λ）＝０的根位于直线Ｒｅ（λ）＝Ｋ的
左边，当且仅当

ａ－Ｋ＜１及（ａ－Ｋ）ｅＫ＜－ｂ＜ｅＫ［ｖ２＋（ａ－Ｋ）２］１／２

这里ｖ是方程ｖｃｏｔｖ＝ａ－Ｋ（０＜ｖ＜π）的唯一的根．
显然当Ｋ＝－α时，由文献［４］可知：该定理即

成为一个α稳定性判据．
一阶实系数时滞微分方程

ｘ′（ｔ）＝ａｘ（ｔ）＋ｂｘ（ｔ－τ） （３）

的特征方程为

λ－ａ－ｂｅ－λτ＝０ （４）

令ｓ＝λτ，则（４）式可化为

ｓ－ａτ－ｂτ·ｅ－ｓ＝０ （５）

根据Ｈａｙｅｓ第二定理，可得结论：方程（５）的根满足
Ｒｅ（ｓ）＜Ｋ当且仅当

ａτ－Ｋ＜１，（ａτ－Ｋ）ｅＫ＜－ｂτ＜ｅＫ［ｖ２＋（ａτ－

Ｋ）２］１／２ （６）

这里ｖ是方程ｖｃｏｔｖ＝ａτ－Ｋ（０＜ｖ＜π）的唯一根．
为保证Ｒｅ（λ）＜－α，取Ｋ＝－ατ代入（６）式，

可得（３）式零解的 α－稳定区域的边界、记其边界
值函数为

ｇ（ａ，ｂ，τ）＝（ａ＋α）τ·ｅ－ατ＋ｂτ＝０ （７）

ｆ（ａ，ｂ，τ）＝ｂτ＋ｅ－ατ ｖ２＋（ａ＋α）２槡 τ＝０ （８）

而ａτ－Ｋ＜１的边界为（ａ＋α）τ＝１，此即为上述直线

ｇ＝０与曲线ｆ＝０的交点，因为ｌｉｍ
ｖ→０
ｖｃｏｔｖ＝１．因此根据

Ｈａｙｅｓ定理及（７）、（８）式我们可得出下列结论
命题１　方程（３）的零解为α－稳定当且仅当ｇ（ａ，
ｂ，τ）＜０和ｆ（ａ，ｂ，τ）＞０同时成立，且ａ＋α＜１／τ

这里ｖ是方程ｖｃｏｔｖ＝ａτ－Ｋ（０＜ｖ＜π）的唯一
根，而ｇ（ａ，ｂ，τ）＝０和ｆ（ａ，ｂ，τ）＝０成为α－稳定
性区域的边界．

在边界直线ｇ（ａ，ｂ，τ）＝（ａ＋α）τｅ－ατ＋ｂτ＝０

中，ａ＋α与ｂ符号相反，即ｂ＝－（ａ＋α）ｅ－ατ；但在

边界曲线ｆ＝０中，显然ｂ＜０．
为消去 ｆ（ａ，ｂ，τ）＝０中的 ｖ，根据 Ｈａｙｅｓ定理
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及命题１可得如下两个推论．

推论１　方程 ｆ＝ｂτ＋ｅ－ατ ｖ２＋（ａ＋α）２τ槡
２＝０与

ｂτ＋ｅ－ατｖｃｏｓｖ＝０是等价变形．
证：由Ｈａｙｅｓ定理，把条件“ｖ是方程 ｖｃｏｔｖ＝ａτ－Ｋ
（０＜ｖ＜π）的唯一根”代入 ｆ（ａ，ｂ，τ）＝ｂτ＋ｅ－ατ

ｖ２＋（ａ＋α）２τ槡
２＝０中，可得到 ｂτ＋ｅ－ατｖｃｓｃｖ＝０；

反之由此式结合ｖｃｏｔｖ＝ａτ＋ατ（０＜ｖ＜π）（这里－

ατ＝Ｋ），可等价推得方程 ｂτ＋ｅ－ατ ｖ２＋（ａ＋α）槡
２

＝０成立；所以两式：ｆ＝ｂτ＋ｅ－ατ ｖ２＋（ａ＋α）２τ槡
２＝

０与ｂτ＋ｅ－ατｖｃｓｃｖ＝０是等价的．证毕
推 论 ２　 若 记 Ｆ（ａ，ｂ，τ） ＝ｂτ＋ｅ－ατ

（ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡
２，这里 ｐ＝－ａ＋αｂ ｅ

－ατ，则

当ｂ＜０且 ｂ±（ａ＋α）ｅ－ατ＜０时，方程 Ｆ（ａ，ｂ，τ）
＝０与方程ｆ（ａ，ｂ，τ）＝０等价．
证：　由推论１的证明，可联立方程组

ｖｃｏｓｖｓｉｎｖ＝（ａ＋α）τ

ｖ ｅ－ατ
ｓｉｎｖ＝－ｂ

{
τ

（９）

解得ｃｏｓｖ＝－ａ＋αｂ ｅ
－ατ，同时它也是可逆的（ｓｉｎｖ≠

０）；即ｃｏｓｖ＝－ａ＋αｂ ｅ
－ατ结合（９）式可推得等式：

ｖｃｏｔｖ＝（ａ＋α）τ和ｂτ＋ｅ－ατｖｃｓｃ＝０．

令ｐ＝－ａ＋αｂ ｅ
－ατ，即 ｃｏｓｖ＝ｐ，ｖ＝ａｒｃｃｏｓｐ、这

里ｖ∈（０，π）完全符合 Ｈａｙｅｓ定理的条件．由推论

１ｆ＝０可改记成：ｂτ＋ｅ－ατｖｃｓｃｖ＝０，把 ｐ＝－ａ＋αｂ
ｅ－ατ代入，则方程ｆ（ａ，ｂ，τ）＝０可推得下式：

Ｆ（ａ，ｂ，τ）＝ｂτ＋ｅ－ατ （ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡
２＝０
（１０）

对于边界曲线ｆ＝０，考虑到｜ｐ｜１、并且ｂ＜０，
则可推得下式成立

ｂ－（ａ＋α）ｅ－ατ＜０ （１１）
根据关系式（６），则下式也成立

ｂ＋（ａ＋α）ｅ－ατ＜０ （１２）
反之在（１１）（１２）条件下，由（１０）可得 ｆ（ａ，ｂ，τ）＝
０成立．证毕
１．２　τ＝１时ａ，ｂ的鲁棒α－稳定性区间

为讨论τ＝１时方程（３）零解的稳定性，取α＝

０．２，代入边界值函数，则可得 ｇ（ａ，ｂ，１）＝（ａ＋０．
２）ｅ－０．２ ＋ｂ＝０及 Ｆ（ａ，ｂ，１）＝ｂ＋ｅ－０．２

（ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋０．２）槡
２＝０，上式通过Ｍａｐｌｅ软件

作图，得图１．根据命题１，图１中曲线的左侧区域
即为参数ａ，ｂ的α－稳定性变化区域．而且边界直
线通过横轴上的点 ａ＝－α＝－０．２，把 ａ＝－０．２
代入曲线ｆ（ａ，ｂ，１）＝０，解得 ｂ＝－１．２８６，于是可
得到一个ａ，ｂ的α－稳定性的区间为：ａ×ｂ＝（－

∞，－０．２）×（－１．２８６，０）．

图１　τ＝１，α＝０．２时，方程（３）零解的稳定性边界曲线

Ｆｉｇ．１　ＢｏｒｄｅｒｌｉｎｅｃｕｒｖｅｏｆＳｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｆｏｒ

Ｅｑ（３）ｗｉｔｈτ＝１，α＝０．２

１．３　τ＜１时参数ａ，ｂ的鲁棒α－稳定性区域
对于τ１，我们将证明：Ｆ（ａ，ｂ，τ）对τ是递减

函数

Ｆ
τ
＝ｂ－αｅ－ατ （ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡

２＋

　ｅ－ατ
ａｒｃｃｏｓｐ －１

１－ｐ槡
２
ｐ′＋τ（ａ＋α）２

（ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡
２

这里ｐ′＝αａ＋αｂ ｅ
－ατ，结合（１１）式、（１２）式，可得

Ｆ
τ

ｂ＋ｅ－ατ τ（１－ατ）（ａ＋α）２

（ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡
２
－

　 αａｒｃｃｏｓｐ（１＋ａｒｃｃｏｓｐ）
（ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡

２
ｅ－ατｂ＋

　ｅ－ατ τ（ａ＋α）
２

（ａ＋α）２τ槡
２
－Ω＝ｂ±（ａ＋α）ｅ－ατ－Ω＜０．

这里Ω＝ αａｒｃｃｏｓｐ（１＋ａｒｃｃｏｓｐ）
（ａｒｃｃｏｓｐ）２＋（ａ＋α）２τ槡

２
ｅ－ατ＞０．

因此函数Ｆ（ａ，ｂ，τ）对于τ１时为递减函数，
即当τ＜１时，成立下列不等式

Ｆ（ａ，ｂ，τ）＞Ｆ（ａ，ｂ，１）
就是说当τ＜１时，满足Ｆ（ａ，ｂ，１）＞０的点必满足
Ｆ（ａ，ｂ，τ）＞０；另一方面，直线 ｇ（ａ，ｂ，τ）＝（（ａ＋

３３１
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α）ｅ－ατ＋ｂ）τ＝０总通过点ａ＝－α＝－０．２，其斜率
为－ｅ－０．２τ＜０．故１．２部分所得鲁棒区间：ａ×ｂ＝
（－∞，－０．２）×（－１．２８６，０）必满足 ｇ（ａ，ｂ，τ）＜
０．所以由命题１可得方程（３）零解的鲁棒α－稳定
性区间为：

　 τ∈［０，１］，ａ×ｂ＝（－∞，－０．２）×（－１．２８６，０）

２　利用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数分析稳定性区域

２．１　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数及其基本性质

定义１　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数Ｗ＝Ｗ（ｚ）定义为 ｗｅｗ

＝ｚ的解，这里 Ｗ：Ｃ→Ｃ，Ｗ将 Ｚ平面映射到 Ｗ平
面．

ＬａｍｂｅｒｔＷ是一个多值函数，它有无穷多个分
支，记为Ｗｋ，ｋ＝０，±１，±２，…
其中在原点解析的唯一分支 Ｗ０被称为主支．Ｌａｍ
ｂｅｒｔＷ函数的详细讨论可参见文献［９，１０］，下面介
绍ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的一个重要性质．

引理１［９］　记Ｒｚ（ｚ）为复数 ｚ的实部，则对于
任意的ｚ∈Ｃ，有

ｍａｘ｛Ｒｅ（Ｗｋ（ｚ））
ｋ＝０，±１，…，±∞

｝＝Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））．

对于一阶复时滞微分方程

ｚ′（ｔ）＝ｐｚ（ｔ）＋ｑｚ（ｔ－τ），ｐ，ｑ∈Ｃ （１３）
由引理１，可得到如下稳定性判据
命题２　方程（１３）零解渐近稳定的充要条件是

Ｒｅ［λ］＝１τ
Ｒｅ［Ｗ０（τｑｅ

－ｐτ）］＋Ｒｅ［ｐ］＜０，

其中Ｗ０（ｚ）是ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的主支．
应用这个判据，容易得到如下 α－稳定性判

据．考察实系数时滞微分方程（３），则可得
命题３　方程（３）的零解为α－稳定的充要条件是

Ｒｅ（ｓ）＝１
τ
Ｒｅ［Ｗ０（ｂτｅ

－ａτ）］＋ａ＋α＜０，

这里ｓ＝λ＋α，α＞０，λ为λ－ａ－ｂｅ－λτ＝０的根．
如果ａ，ｂ，τ，α的值都给出，则利用数学软件

Ｍａｐｌｅ等容易检验这个稳定性条件是否成立．当 ａ，
ｂ，τ是待定参数时，我们可以找到一个区域，在其
上方程（３）的零解都是α－稳定的．

事实上，令Ｒｅ（ｓ）＝ｈ（ａ，ｂ，τ），则得方程

ｈ（ａ，ｂ，τ）＝１τ
Ｒｅ［Ｗ０（ｂτｅ

－ａτ）］＋ａ＋α＝０ （１４）

由ＬａｍｂｅｒｔＷ（ｚ）函数的性质可知 ｈ（ａ，ｂ，τ）关于
ａ，ｂ是连续的［１０］，因此在由曲线 ｈ＝ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０

画出的其两侧（或内外）应分别满足ｈ＞０和ｈ＜０．
在ｈ＜０的一侧，方程零解是α－稳定的．

以τ＝１、０．５、０．２为例，在（ａ，ｂ）平面上画出 ｈ
（ａ，ｂ，τ）＝０图像，即为横倒的 Ｖ字形，见下列图２
－４；并且左侧满足Ｒｅ（ｓ）＜０．

图２　τ＝１，ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０　　　图３　τ＝０．５，ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０

Ｆｉｇ．２　τ＝１，ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０　　　Ｆｉｇ．３　τ＝０．５，ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０

图４　τ＝０．２，ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０

Ｆｉｇ．４　τ＝０．２，ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０

可以看出：随着 τ取值越来越小，曲线向左端
的开口越来越大．为说明这一点，令ａ＝０，取α＝０．
２代入（１４）式得下列方程

１
τ
Ｒｅ（Ｗ０（ｂτ））＋α＝０ （１５）

图５　ａ＝０，α＝０．２时，τ与ｂ的关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｐｌｏｔｏｆτｖｓｂｗｉｔｈａ＝０，α＝０．２

即得图５．从中可得（１４）式的曲线在ｂ轴上两
交点的跨度随着τ的减小而增大，并且靠近原点的
交点集中在－０．１６５到 －０．２之间，而下端的交点
随τ减小无限增大．

另一方面方程（１４）的曲线总通过横轴点 ａ＝

４３１
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－α＝－０．２，因为 ｂ＝０时，Ｗ０（０）＝０（参见文
［１１］）．我们把τ＝１，ａ＝－０．２代入（１１）式，计算
得另一值ｂ＝－１．２８６．

因此我们有结论：当ｂ≤０且ａ＜－０．２而τ＝１
时，曲线ｈ（ａ，ｂ，１）＝０的左侧区域同时也落在当 τ
＜１时曲线ｈ（ａ，ｂ，τ）＝０的左侧．如图６所示、该区
域对所有 τ≤１都满足 Ｒｅ（ｓ）＜０．由此可得，方程
（３）零解的α－稳定性可取如下鲁棒稳定性区间为：

τ∈［０，１］，ａ×ｂ＝（－∞，－０．２）×（－１．２８６，０）

图６　α＝０．２时，阴影图形即为方程（３）零解的α－稳定性区域

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｓｈａｄｏｗｏｆｔｈｅｆｉｇｕｒｅｉｓｔｈｅα－ｓｔａｂｉｌｉｔｙｒｅｇｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｔｒｉｖｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ（３）ｆｏｒα＝０．２

２．２　鲁棒α－稳定性的进一步验证
由上可知，为判别方程（３）零解的 α－稳定性

区域，分别采用Ｈａｙｅｓ定理和ＬａｍｂｅｒｔＷ函数法，可
得到相同的稳定性区间．而 α＝０．２时，对曲线 ｈ
（ａ，ｂ，１）＝０和曲线 Ｆ（ａ，ｂ，１）＝０，ｇ（ａ，ｂ，１）＝０
同时作图，如图７；即Ｈａｙｅｓ定理所得α－稳定性区
域的边界与由ＬａｍｂｅｒｔＷ函数法所得α－稳定性区
域的边界曲线完全重合．这从另一方面也验证了我
们所取得结果是有效的．

图７　α＝０．２，τ＝１时，图１与图６的两支曲线完全重合

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｏｆｆｉｇｕｒｅ１ａｎｄｆｉｇｕｒｅ６ａｒｅｃｏｎｃｕｒｒｅｎｔｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ

ｆｏｒα＝０．２，τ＝１

下列图８－１０反映了参数 ａ，ｂ，τ在稳定性区
间内外的不同取值时 ｘ＝０的时间历程图．从中可

看出在鲁棒稳定性区间内零解的快速收敛特点；图

８为α－稳定，图９稳定但非 α－稳定，图１０对应
的零解不稳定．

图８　τ＝１，ａ＝－０．２，ｂ＝－１．２６时ｘ＝０的时间历程图

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｓｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｘ＝０ｗｉｔｈτ＝１，ａ＝－０．２，ｂ＝－１．２６

图９　τ＝１，ａ＝－０．２，ｂ＝－１．５时ｘ＝０的时间历程图

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｓｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｘ＝０ｗｉｔｈτ＝１，ａ＝－０．２，ｂ＝－１．５

图１０　τ＝１，ａ＝－０．２，ｂ＝－１．７时ｘ＝０的时间历程图

Ｆｉｇ．１０　Ｔｉｍｅｓｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｘ＝０ｗｉｔｈτ＝１，ａ＝－０．２，ｂ＝－１．７

３　结论

上述讨论了 α稳定性的鲁棒区间问题，分别
采用Ｈａｙｅｓ定理和ＬａｍｂｅｒｔＷ函数法这两个工具得
到相同的结果．值得一提的是 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数法近

年来在时滞系统的稳定性理论中越来越多地得到

应用，本文的讨论和应用体现了它对函数图形处理

的优越性．另一方面，稳定性的鲁棒性问题既是稳

定性理论中的难点，又是实际应用中具有特别重要

价值的问题；如文献［９］及［１２］也是采用 Ｌａｍｂｅｒｔ
Ｗ函数分别讨论了某类一阶时滞系统的鲁棒稳定
性．从本文以及文献［９，１２］中可看到ＬａｍｂｅｒｔＷ函
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数法对时滞系统鲁棒稳定性理论的研究有着其重

要的价值．因此我们指出：对于非一阶时滞微分方
程稳定性讨论中如何利用 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数法是值
得进一步研究和探讨的重大问题．
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