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混沌的 Ｌｉéｎａｒｄ系统的鲁棒同步及应用

苑学梅　陈博文　魏杰　马茜
（军事交通学院基础部，天津　３００１６１）

摘要　应用非线性系统的自适应控制技术及非自治动力系统的稳定性理论，给出了具有外界干扰的二阶混

沌的Ｌｉéｎａｒｄ系统的鲁棒同步的充分条件，并将所获结果应用到控制混沌的 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子．最后，计算机数值

模拟表明了所获理论结果的正确性及控制方法的有效性．

关键词　混沌Ｌｉéｎａｒｄ方程，　鲁棒同步，　自适应控制

引 言

混沌同步的研究是非线性科学中相当活跃的领

域之一，已广泛应用于保密通讯、密码学、脑科学、神

经网络及系统工程等众多领域中．近些年来，混沌
同步的方法不断涌现，如自适应控制方法，线性和非

线性反馈控制方法，线性与非线性耦合同步，脉冲控

制方法等［１－６］．自适应控制方法是当系统的动力学
特性发生变化时，系统能自动校正控制器参数．

近年来，人们不断关注具有强迫项的混沌的

Ｌｉéｎａｒｄ方程，比如著名的ＶａｎＤｅｒＰｏｌ振子：
ｘ̈＋ｐ（ｘ２－１）ｘ＋ｐ１ｘ＝ｑｃｏｓ（ωｔ）

这里ｐ是阻力系数，ｐ１是弹性系数，ｑ和 ω是外部
激励的振幅和频率．上世纪４０年代，这个方程就引
起人们的关注，随后发现这个方程当其参数在一定

的区域内连续变化时，它的解经历一系列倍周期分

叉过程而通向混沌［７］．
非自治系统的稳定性理论与一般的稳定性理

论不同，它不需要Ｌｉａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｔ，ｘ）是正定的，
只要有下界就可以了，且 Ｖ不需要满足 Ｖ（ｔ，０）＝
０．本文应用理论及非线性系统的自适应控制技
术［８］，来控制一类非自治的具有混沌特征的

Ｌｉéｎａｒｄ系统，并将所获结果应用到控制混沌的
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子．通过计算机数值模拟表明了所获理
论结果的正确性及控制方法的有效性．

１　问题的提出

考虑一般的具有混沌特征的 Ｌｉéｎａｒｄ系统，这

个系统由如下微分方程描述：

ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝ｅ（ｔ） （１）

这里是ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）定义在Ｒ＝（－∞，＋∞）上的连

续实函数，ｅ（ｔ）是定义在 Ｒ＋＝［０，∞）上的连续实

函数，或写成等价方程组的形式如下：

ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ）
ｙ＝－ｇ（ｘ）＋ｅ（ｔ{ ）

（２）

其中Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ，这里我们考虑的是具有混

沌特征的Ｌｉéｎａｒｄ系统，由一般混沌子系统的耗散

性，因而我们假设 Ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，

即

｜Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１）｜≤ｌＦ｜ｘ２－ｘ１｜，

｜ｇ（ｘ２）－ｇ（ｘ１）｜≤ｌｇ｜ｘ２－ｘ１｜

其中Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数ｌＦ＞０，ｌｇ＞０．

在实际生活中，混沌行为会受到各种外界干

扰，如噪音干扰，气候影响，环境污染等，这样我们

就需要控制受到干扰的混沌行为达到我们预期的

目标．所以这里我们的主要目的是通过设计合适的

控制器，使得系统（２）在具有外界干扰时的轨道与

系统（２）的混沌轨道达到同步．

让（珋ｘ，珋ｙ）＝（珋ｘ（ｔ），珋ｙ（ｔ））是作为驱动系统的一

条混沌轨道，它满足

珋ｘ
·

＝珋ｙ－Ｆ（珋ｘ）

珋ｙ
·

＝－ｇ（珋ｘ）＋ｅ（ｔ{ ）
（３）

系统（２）具有外界干扰的混沌系统，可描述为如下

形式：
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ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ）
ｙ＝－ｇ（ｘ）＋ｅ（ｔ）＋δ（ｔ{ ）

（４）

其中δ（ｔ）为外界干扰［９］，是定义在Ｒ＋＝［０，∞）上

的连续实函数，满足∫
＋∞

０
｜δ（ｔ）｜ｄｔ＜＋∞．现在我

们考虑（３）作为接收器，并且设计一个适合的控制
器Ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）＝（ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ））

Ｔ来驱动系统（４）和
（３）的同步．对方程组（４）添加控制器，得到如下具
有控制项的响应方程

ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ）＋ｕ１
ｙ＝－ｇ（ｘ）＋ｅ（ｔ）＋δ（ｔ）＋ｕ{

２

（５）

我们称（３）为驱动系统，而（５）为控制的响应系统，
由（５）减去（３），得到误差系统方程

ｅ＝ｅ２－（Ｆ（ｘ）－Ｆ（珋ｘ））＋ｕ１
ｅ＝－（ｇ（ｘ）－ｇ（珋ｘ））＋δ（ｔ）＋ｕ{

２

（６）

其中ｅ１＝ｘ－珋ｘ，ｅ２＝ｙ－珋ｙ则响应系统（５）与驱动系
统（３）的鲁棒同步问题就是误差系统（６）的零解是
稳定的问题．

２　主要结果

需要用到的定义和引理如下

定义　称Ｖ（ｔ，ｘ）是非自治系统
ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ），ｆ∈Ｃ（Ｇ＝Ｉ×Ｄ

Ｒ×Ｒｎ，Ｒｎ）

（７）
Ｌｉａｐｕｎｏｖ的函数，如果 Ｖ（ｔ，ｘ）连续（（ｔ，ｘ）∈［０，

∞）×Ｄ），满足局部的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ条件，且满足

? 给定的ｘ∈Ｄ，存在ｘ的邻域Ｎ，使得在｛（ｔ，
ｘ）｜ｔ≥０，ｘ∈Ｎ∩Ｄ｝上Ｖ（ｔ，ｘ）有下界．

? 存在Ｄ上的连续函数Ｗ（ｘ）≥０，对所有ｔ≥０

和ｘ∈Ｄ，有Ｖ
·

（ｔ，ｘ）≤－Ｗ（ｘ）≤０成立．
这里假设ＤＲｎ，Ｄ是Ｒｎ的开子集，且ＤＤ，其
中Ｄ是Ｄ的闭包．
记 Ｅ＝｛ｘ｜Ｗ（ｘ）＝０，ｘ∈Ｄ｝，Ｅ∞ ＝Ｅ∪｛∞｝．

引理１［１０］　设 Ｖ（ｔ，ｘ）是系统（７）在 Ｄ上的
Ｌｉａｐｕｎｏｖ函数，ｘ（ｔ）是方程（７）的一个解，当０≤ｔ０
≤ｔ＜ω时，ｘ（ｔ）停留在Ｄ中，其中［ｔ０，ω）是ｘ（ｔ）的
最大定义区间．如果 Ｗ（ｘ（ｔ））在［ｔ０，ω）上绝对连
续，它的导数几乎处处有上界（或下界）．若ω＝∞，
则当ｔ→∞时，ｘ（ｔ）→Ｅ∞．
注　引理１关于非自治系统的稳定性定理与一般
的稳定性定理主要的不同是：引理１中不需要 Ｌｉａ

ｐｕｎｏｖ函数 Ｖ是正定的，只要 Ｖ有下界就可以，而
且Ｖ不需要满足Ｖ（ｔ，０）＝０．

下面我们给出适合的控制器 Ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）＝（ｕ１
（ｔ），ｕ２（ｔ））

Ｔ，来驱动响应系统（５）与驱动系统（３）
达到同步．

定理　在误差系统方程（６）中，取 ｕ１，ｕ２为｛ｕ１＝

ｋ１ｅ１，ｕ２＝ｋ２ｅ２｝，修正律为

ｋ·１ ＝－γ１ｅ
２
１ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）

ｋ·２ ＝－γ２ｅ
２
２ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ{ ）

其中常数γｉ＞０，ｉ＝１，２．取 Ｌｉ＞０（ｉ＝１，２）满足条
件

Ｌｉ＞ｌＦ
４Ｌ２（Ｌ１－ｌＦ）＞（１＋ｌｇ）{ ２

（８）

则响应系统（５）与驱动系统（３）达到鲁棒同步．
证明　如果选取Ｌｉａｐｕｎｏｖ函数为：

Ｖ（ｔ，ｅ１，ｅ２）＝
１
２（ｅ

２
１＋ｅ

２
２＋

　２）ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）＋

　 １２∑
２

ｉ＝１

１
γｉ
（ｋｉ＋Ｌｉ）

２．

它沿着误差系统（６）的全导数为

Ｖ
·

＝（ｅ１ｅ１＋ｅ２ｅ２）ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）＋１２（ｅ

２
１＋

ｅ２２＋２）ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）（－｜δ（ｓ）｜）＋

∑
２

ｉ＝１

１
γｉ
（ｋｉ＋Ｌｉ）ｋ

·

ｉ＝ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）×

｛［ｅ１ｅ２－ｅ１（Ｆ（ｘ）－Ｆ（珋ｘ））＋ｋ１ｅ
２
１］＋

［－ｅ２（ｇ（ｘ）－ｇ（珋ｘ））＋ｅ２δ（ｔ）＋ｋ２ｅ
２
２］＋

１
２（ｅ

２
１＋ｅ

２
２＋２）（－｜δ（ｓ）｜）－∑

２

ｉ＝１
（ｋｉ＋

Ｌｉ）ｅ
２
ｉ｝≤ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）［ｅ１ｅ２＋ｌＦｅ

２
１＋

ｋ１ｅ
２
１＋ｌｇ｜ｅ１｜｜ｅ２｜＋｜ｅ２｜｜δ（ｔ）｜＋ｋ２ｅ

２
２－

１
２｜δ（ｔ）｜ｅ

２
１＋
１
２（ｅ

２
２＋２）（－｜δ（ｓ）｜）－

（ｋ１＋Ｌ１）ｅ
２
１－（ｋ２＋Ｌ２）ｅ

２
２］≤

ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）［（ｌＦ－Ｌ１）ｅ

２
１＋（１＋

ｌｇ）｜ｅ１｜｜ｅ２｜－Ｌ２ｅ
２
２－
１
２｜δ（ｔ）｜（ｅ

２
２－

９２１
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２｜ｅ２２｜＋２）］＝ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）｛（ｌＦ－

Ｌ１）ｅ
２
１＋（１＋ｌｇ）｜ｅ１｜｜ｅ２｜－Ｌ２ｅ

２
２－

［
１
２｜δ（ｔ）｜（ｅ２－１）

２＋１］｝≤

ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）［（ｌＦ－Ｌ１）ｅ

２
１＋（１＋

ｌｇ）｜ｅ１｜｜ｅ２｜－Ｌ２ｅ
２
２］＝

ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）（－ｅＴＰｅ）

其中

ｅ＝（｜ｅ１｜，｜ｅ２｜）
Ｔ，Ｐ＝

Ｌ１－ｌＦ －
１＋ｌｇ
２

－
１＋ｌｇ
２ －Ｌ











２

显然Ｐ正定当且仅当条件（８）成立，从而

Ｖ
·

≤ｅｘｐ（－∫ｔ０｜δ（ｓ）｜ｄｓ）（－ｅ
ＴＰｅ）＝

　－Ｗ（ｅ１，ｅ２）ｅｘｐ（－∫
ｔ
０｜δ（ｓ）｜ｄｓ）≤０

其中，Ｗ（ｅ１，ｅ２）＝ｅ
ＴＰｅ．

由于Ｐ是正定的，得Ｗ（ｅ１，ｅ２）≥０．显然 Ｗ＝０
当且仅当ｅｉ＝０（ｉ＝１，２）．所有的 ｅｉ＝０（ｉ＝１，２）意

味着 ｋ·ｉ＝０，即 ｋ１＝ｋ１０，ｋ２＝ｋ２０（ｋ１０，ｋ２０为 ｋ１，ｋ２的
初始值），从而

Ｅ＝｛Ｗ＝０｝＝｛ｅ１＝０，ｅ２＝０，ｋ１＝ｋ１０，ｋ２＝ｋ２０｝，
误差系统（６）具有任何初值的解都是有界的，又由
引理１，得到误差系统（６）的零解是稳定的，也就是
响应系统（５）与驱动系统（３）达到鲁棒同步．定理
证毕．

３　数值模拟

例　ＤｕｆｆｉｎｇＯｓｃｉｌｌａｔｏｒ系统方程［１１］为

ｘ̈＋ｐｘ＋ｐ１ｘ＋ｘ
３＝ｐ２ｃｏｓ（ωｔ） （９）

这里ｐ（＞０）是阻力系数，ｐ１是弹性系数，ｐ２和 ω
是外部激励的振幅和频率．

当方程（９）的参数在一定的区域内连续变化
时，它的解经历一系列倍周期分叉过程而通向混

沌．
考虑作变换 ，

ｙ＝－∫
ｔ

０
（ｐ１ｘ＋ｘ

３－ｐ２ｃｏｓ（ωｔ））ｄｔ

得到与（９）等价的方程组：
ｘ＝ｙ－ｐｘ

ｙ＝－（ｐ１ｘ＋ｘ
３）＋ｐ２ｃｏｓ（ωｔ{ ）

（１０）

当参数ｐ＝０．４，ｐ１＝－１．１，ｐ２＝１．８，ω＝１．８时，方
程（１０）的轨道具有一个混沌吸引子如下图１所示

图１　ＤｕｆｆｉｎｇＯｓｃｉｌｌａｔｏｒ的混沌行为

Ｆｉｇ．１　ＣｈａｏｔｉｃｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｔｈｅＤｕｆｆｉｎｇＯｓｃｉｌｌａｔｏｒ

为了证实所获理论结果的正确性和有效性，让

驱动系统的输出信号来自系统（１０），具有控制器
的响应系统为

珋ｘ
·

＝珋ｙ－ｐ（珋ｘ）＋ｋ１ｅ１

珋ｙ
·

＝－（ｐ１珋ｘ＋珋ｘ
３）＋ｐ２ｃｏｓ（ωｔ）＋δ（ｔ）＋ｋ２ｅ

{
２

（１１）

这里δ（ｔ）＝ １
１＋ｔ２

，取修正律为：

ｋ·１ ＝（－０．０１）ｅ
２
１ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ）

ｋ·２ ＝（－０．０１）ｅ
２
２ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
｜δ（ｓ）｜ｄｓ{ ）

得到驱动系统（１０）与响应系统（１１）的同步图如下
图２所示（时间单位：秒）

图２　自适应控制下的同步误差

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ

４　结论

具有外界干扰的二阶混沌的Ｌｉéｎａｒｄ系统能够
代表一类混沌系统，本文应用非线性系统的自适应

０３１
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控制技术及非自治动力系统的稳定性理论给出了

该一般系统的鲁棒同步的充分条件，并将所获结果

应用到控制混沌的 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子．数值模拟表明了
所获理论结果的正确性及控制方法的有效性．
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