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Ｗｉｃｋ类型的随机广义 Ｋｄｖ方程的精确解

那顺布和

（广东水利电力职业技术学院，广州　５１０６３５）

摘要　在Ｋｏｎｄｒａｔｉｅｖ分布空间（Ｓ）－１中通过埃尔米特变换和 Ｐａｉｎｌｅｖｅ′分析导出了 Ｗｉｃｋ－类型的随机广义

Ｋｄｖ方程的 Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，并且把 Ｗｉｃｋ－类型的随机广义 Ｋｄｖ方程变成广义系数 Ｋｄｖ－方程，再利用

Ｂｃｋｌｕｎｄ变换求出广义系数Ｋｄｖ方程的精确解，最后通过埃尔米特逆变换求出随机广义Ｋｄｖ方程在系数取

不同白色噪音泛函条件下的精确解．

关键词　Ｗｉｃｋ－类型随机广义Ｋｄｖ方程，　随机精确解，　白色噪音，　Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，　埃尔米特变换

引言

自从 Ｗａｄａｔｉ引入并研究随机 Ｋｄｖ方程以来，
变系数Ｋｄｖ方程的研究越来越引起了很多数学家
和物理学家的高度关注，已有许多文献报道了相关

的研究成果［１－４］．然而，实际上，波也像分子运动
一样受到周围各方面的影响．因此，在随机环境下
研究非线性发展方程解的更具有实际的物理意义．
从而随机波是随机非线性发展方程的 一个重要课

题，当前已经有许多从事随机 Ｋｄｖ方程的研
究［４－６］．在文献［４］中 Ｈｏｌｄｅｎ等给出了用白色噪
音泛函来研究Ｗｉｃｋ形式的随机偏微分方程．

本文将用白色噪音分析方法和 Ｐａｉｎｌｅｖｅ′方法
给出了Ｗｉｃｋ－类型的随机广义 Ｋｄｖ方程的随机精
确解，其形式如下：

Ｕｔ＋Ｈ１（ｔ）ｘＵｘｘｘ＋６ＵＵｘ＋Ｈ２（ｔ）Ｕ＋Ｕｘｘｘ＝０

（１）
其中，Ｈ１（ｔ），Ｈ２（ｔ）是白色噪音泛函，◇是 Ｈｉｄａ分
布空间上的Ｗｉｃｋ乘（见文献［４］）．

１　Ｐａｉｎｌｅｖｅ′分析

下面利用文献［４］给出的理论和方法求解方程
（１）的精确解．首先对方程（１）取埃尔米特变换得

Ｕ～ｔ＋Ｈ
～
１（ｔ）ｘＵ

～
ｘｘｘ＋６Ｕ

～Ｕ～ｘ＋Ｈ
～
２（ｔ）Ｕ

～＋Ｕ～ｘｘｘ＝０

（２）
其中ｚ＝（ｚ１，ｚ２，…）∈（Ｃ

Ｎ）ｃ是向量参数．为了简
洁起见：令

ｕ＝Ｕ～，Ｈ１（ｔ，ｚ）＝Ｈ
～
１，Ｈ２（ｔ，ｚ）＝Ｈ

～
２（ｔ，ｚ）

方程可以写为：

ｕｔ＋Ｈ１（ｔ）ｘｕｘｘｘ＋６ｕｕｘ＋Ｈ２（ｔ）ｕ＋ｕｘｘｘ＝０ （３）
设方程（３）有解：

ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）＝（ｘ，ｔ，ｚ）∑
∞

ｊ＝０
ｕｊ（ｔ，ｚ）ｊ（ｘ，ｔ，ｚ），

（ｘ，ｔ，ｚ）＝ｘ＋φ（ｔ，ｚ） （４）
展开式（４）代入方程（３）并整理的各次幂的系数
并令为零，可以决定 ｐ的值以及关于 ｕｊ的递推关
系性质要求ｐ是一个负整数，同时相容条件成立．

我们将方程（３）改写为以下的形式：
ｕｔ＋Ｈ１（ｔ，ｚ）（ｘ＋φ）ｕｘ－Ｈ１（ｔ，ｚ）φｕｘ＋６ｕｕｘ＋

Ｈ２（ｔ）ｕ＋ｕｘｘｘ＝０ （５）
对方程（５）进行主项分析得到：

ｐ＝－２，ｕ０＝－２ （６）
将展开式（４）代入方程（５）可得关于ｕｊ的递推关系
如下：

（ｊ＋１）（ｊ－４）（ｊ－６）ｕｊ＝Ｆｊ
其中

Ｆｊ＝－［ｕｊ－３，ｔ＋（ｊ－４）ｕｊ－２φｉ＋Ｈ１（ｊ－５）ｕｊ－３－

Ｈ１（ｊ－４）φｕｊ－２＋６∑
ｊ－１

ｋ＝１
（ｋ－２）ｕｋｕｊ－ｋ＋Ｈ２ｕｊ－３］

ｊ０（定义当ｊ＜０时 ｕｊ＝０）．从（７）可看出，当 ｊ＝
－１，４，６时，ｕｊ不能确定．这些 ｊ值称为递推关系
的 “共振”值，对应地在展开式中可以引入任意函

数．ｊ＝－１对应于函数φ（ｔ，ｚ）的任意性，因此在ｊ＝
４和ｊ＝６处存在两个相容条件．由（６），（７）经符号
计算可得：



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１０年第８卷

ｊ＝１：ｕ１＝０ （７）

ｊ＝２：ｕ２＝－
１
６（φｔ－Ｈ１φ） （８）

ｊ＝３：ｕ３＝
１
６（Ｈ２－２Ｈ１） （９）

ｊ＝４：ｕ４＝（ｕ１，ｔ－Ｈ１ｕ１＋２Ｈ２ｕ１） （１０）

ｊ＝５：ｕ５＝
１
６（ｕ２，ｔ＋ｕ３φｔ－Ｈ１φｕ３＋Ｈ２ｕ２）（１１）

ｊ＝６：ｕ６＝－［ｕ３，ｔ＋２ｕ４φｔ＋（Ｈ１＋Ｈ２）ｕ３－

　２Ｈ１φｕ４＋６（ｕ
２
３＋２ｕ２ｕ４＋２ｕ５ｕ４）］ （１２）

由（８），易知ｊ＝４时相容条件成立 将（８）－（１０）代
入（１２）可得在ｊ＝６时相容条件
　（Ｈ２－２Ｈ１）

′＋３Ｈ１（Ｈ２－２Ｈ１）＋２（Ｈ２－２Ｈ１）
２＝０ （１３）

上式给出方程（１）具有 Ｐａｉｎｌｅｖｅ′性质时函数
Ｈ１，Ｈ２需要满足的条件，解方程（１３）可得两个解

Ｈ１＝２Ｈ２ （１４）

Ｈ１ ＝２Ｈ２＋
ｅｘｐ（－２∫

ｔ

Ｈ１（ｓ，ｔ）ｄｓ）

ａ＋２∫
ｔ

（ｅｘｐ－３∫
ｓ

Ｈ１（τ，ｚ）ｄτ）
（１５）

其中ａ积分常数我们得到如下结论，如果函数 Ｈ１，
Ｈ２满足约束条件（１５）或（１６）．则方程（１）具有
Ｐａｉｎｌｅｖｅ′性质或通过Ｐａｉｎｌｅｖｅ′实验．

２　自Ｂｃｋｌｕｎｄ变换

变换是联系两个偏微分方程解的变换，通过已

知的解可以求另一个方程的解．如果是联系同一
个方程的两个解，则称为该方程的自 变换．本节将
利用截断法和符号计算求（１）的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，并
由此变换给出方程（１）的两组解．

为了求方程（１）的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，这里我们用
普通形式的（ｘ，ｔ，ｚ）而不是展开式（４）中的特殊
形式（ｘ，ｔ，ｚ）＝ｘ＋（ｘ，ｔ）．根据主项分析，可得
到方程（１）在常数水平的Ｐａｉｎｌｅｖｅ′截断

　ｕ＝ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）＝２（ｘ，ｔ，ｚ）∑
２

ｊ＝０
ｕｉ（ｔ，ｚ）（ｘ，ｔ，ｚ）＝

ｕ０（ｔ，ｘ，ｚ）
２（ｘ，ｔ，ｚ）＋ｕ１（ｘ，ｔ，ｚ）

１（ｘ，ｔ，ｚ）＋
ｕ２（ｘ，ｔ，ｚ） （１６）

将式（１６）代入方程（１），通过符号计算并令的各
次幂系数为零可得：

５：ｕ０＝－２
２
ｘ （１７）

４：ｕ１＝２ｘｘ （１８）

３：ｘ（ｔｘ＋Ｈ１ｘｘ＋６ｕ２ｘ＋４ｘｘｘｘ－３ｘｘ）＝０

（１９）

２：ｘ（ｘｔｘ＋Ｈ１ｘｘｘ－Ｈｘ＋６ｕ２ｘｘ＋ｘｘｘ＋

　Ｈ２ｘ）＋

ｘ
（ｘφｔ＋Ｈ１ｘφ

２＋６ｕ２ｘ＋

　４ｘｘｘｘ－３
２
ｘｘ）＝０ （２０）

１：ｘ
（ｘｔｘ＋Ｈ１ｘｘｘ－Ｈｘ＋６ｕ２ｘｘ＋

　ｘｘｘ＋Ｈ２ｘ）＝０ （２１）

０：ｕ２，ｔ＋Ｈ１ｘｕ２，ｘ＋６ｕ２ｕ２，ｘ＋ｕ２，ｘｘｘ＋Ｈ２ｘ＝０ （２２）
容易知道只要以下两个等式成立，

ｔｘ＋Ｈ１ｘｘ＋６ｕ２ｘ＋４ｘｘｘｘ－３
２
ｘｘ＝０（２３）

ｘｔｘ＋Ｈ１ｘｘｘ－Ｈｘ＋６ｕ２ｘｘ＋ｘｘｘ＋Ｈ２ｘ＝０（２４）
则（１９）－（２１）恒成立

于是我们得到方程（１）的一个自 Ｂｃｋｌｕｎｄ变
换

ｕ＝２
２

ｘ２
ｌｎ（＋ｕ２） （２５）

其中（ｘ，ｔ，ｚ）满足方程（２３）和（２４），并且ｕ２（ｘ，ｔ，
ｚ）是方程的（１）的一个解，根据 Ｂｃｋｌｕｎｄ变换
（２５），通过选取不同的（ｘ，ｔ，ｚ），ｕ２（ｘ，ｔ，ｚ）．可以
求得方程（１）的各种不同的精确解．

例如，取ｕ２（ｘ，ｔ，ｚ）＝ｃ１（－∫
ｔ

０
Ｈ２（ｓ，ｚ）ｄｓ），它

显然是方程的（１）的一个解．令（ｘ，ｔ，ｚ）具有如下
形式：

（ｘ，ｔ，ｚ）＝Ａ（ｔ，ｚ）ｘ＋Ｂ（ｔ，ｚ） （２６）
将（２６）代入方程（２４），（２５）可求得Ａ（ｔ，ｚ），Ｂ（ｔ，ｚ）
分别为

Ａ（ｔ，ｚ）＝ｃ１ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
Ｈ２（ｓ，ｚ）ｄｓ），ｂ（ｔ，ｚ）＝

　 －６ｃ１ｃ２∫
ｔ

ｅｘｐ（－３∫
ｔ

０
Ｈ２（τ，ｚ）ｄτ）ｄｓ＋ｃ３

（２７）
其中ｃ１，ｃ２≠０，ｃ３积分常数，并且Ｈ１，Ｈ２满足条件

Ｈ１＝２Ｈ２ （２８）
这样，我们得到方程（１）的一组有理形式的精确解

　ｕ（ｘ，ｔ，ｚ）＝ｃ１（－∫
ｔ

０
Ｈ（ｓ，ｚ）ｄｓ）－

２ｃ２２ｅｘｐ（－２∫
ｔ

０
Ｈ１（ｓ，ｔ）ｄｓ）

［ｃ２ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
Ｈ１（ｓ，ｔ）ｄｓ）ｘ－６ｃ０ｃ１∫

ｔ

０
（ｅｘｐ∫

ｓ

０
－３Ｈ１（τ，ｚ）ｄτ）ｄｓ＋ｃ３］

（２９）

０２１
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如果令ｕ２＝０及（ｘ，ｔ，ｚ）的形式为：

（ｘ，ｔ，ｚ）＝１＋ｅｘｐ（ｆ（ｔ，ｚ）ｘ＋ｇ（ｔ，ｚ）） （３０）
将（３０）代入方程（２３），（２４），同样可得 ｆ（ｔ，ｚ），ｇ
（ｔ，ｚ）分别为

ｆ（ｔ，ｚ）＝ｃ４ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
Ｈ１（ｓ，ｚ）ｄｓ），

ｇ（ｔ，ｚ）＝－ｃ２４∫
ｔ

ｅｘｐ（－３∫
ｔ

０
Ｈ２（τ，ｚ）ｄτ）ｄｓ＋ｃ５ （３１）

其中ｃ４≠０，ｃ５积分常数，并且 Ｈ１，Ｈ２满足条件 Ｈ１
＝２Ｈ２这样，我们得到方程（１）的一组精确解：

　ｕ（ｘ，ｔ，ｚ）＝
ｃ２４
２ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
Ｈ１（ｓ，ｚ）ｄｓ）ｓｅｃｈ

２·
ｃ４ｅｘｐ（－３∫

ｔ

０
Ｈ１（ｓ，ｔ）ｄｓ）ｘ－ｃ

３
４∫
ｔ

０
（ｅｘｐ（－３∫

ｔ

０
Ｈ１（τ，ｚ）ｄτ）ｄｓ）＋ｃ５

２ （３２）

接下来对方程（１）的系数作如下约定：
假设Ｈ１＝ｈ（ｔ）＋ａ１Ｗ（ｔ），其中Ｗ（ｔ）是高斯白

色噪音，它们的埃尔米特变换为

Ｈ１＝Ｈ
～
１（ｔ，ｚ）＝ｈ（ｔ）＋ａ１Ｗ

～
（ｔ，ｚ）

这里ａ１为任意常数，而Ｗ
～
（ｔ，ｚ）＝∑∞

ｋ＝１∫
ｔ

０
ηｋ（ｓ）ｄｓｚｋ．

为了得到方程（１）的随机精确解，我们给出两种情况：

１）如果取Ｈ１＝ｈ（ｔ）＋ａ１Ｂ
·

（ｔ）而 Ｂ
·

（ｔ）是布朗

运动，它们有Ｗ（ｔ）＝Ｂ
·

（ｔ）的关系．ｈ（ｔ）是Ｒ＋上的

可积函数或有界函数．又因为 ｅｘｐ◇｛Ｂ（ｔ）｝＝ｅｘｐ

｛Ｂ（ｔ）－１２ｔ
２｝参看文献［４］的引理２．６．１６）从而

得到方程（１）的随机精确解如下：

　　Ｕ（ｘ，ｔ）＝ｃ１（－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ａ１Ｂ（ｔ）＋

ａｔ２
２）－

　　
２ｃ２２ｅｘｐ（－２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－２ａ１Ｂ（ｔ）＋ａ１ｔ

２）

［ｃ２ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ，ｔ）ｄｓ－ａ１Ｂ（ｔ）＋

ａ１ｔ
２

２）ｘ－６ｃ０ｃ１∫
ｔ

０
（ｅｘｐ∫

ｔ

０
－３ｈ（τ）ｄτ－３ａ１Ｂ（ｓ）＋

３ａ１ｓ
２

２）ｄｓ＋ｃ３］
（３３）

如果Ｈ１，Ｈ２满足条件Ｈ１ ＝２Ｈ２这样，我们得到方程（１）的一组精确解

Ｕ（ｘ，ｔ）＝
ｃ２４
２ｅｘｐ（－∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ａ１Ｂ（ｔ）＋

ａｔ２
２）ｓｅｃｈ

２·

　　
２ｃ２２ｅｘｐ（－２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－２ａ１Ｂ（ｔ）＋ａ１ｔ

２）ｘ－ｃ２４∫
ｔ

０
ｅｓｐ（－３∫

ｔ

０
ｈ（τ）ｄτ－３ａ１Ｂ（ｓ）＋

３ａ１ｓ
２

２）ｄｓ＋ｃ５
２ （３４）

其中ｃ３≠０，ｃ４，ｃ５积分常数．

２）如果取Ｈ１＝ｈ（ｔ）＋ａ１Ｂ
·

（ｔ）而 Ｂ
·

（ｔ）是布朗

运动，它们有Ｗ（ｔ）＝Ｂ（ｔ）Ｂ
·

（ｔ）的关系．ｈ（ｔ）是 Ｒ＋
上的可积函数或有界函数．

利用∫
ｔ

０
Ｂ（ｓ）Ｂ

·

（ｔ）ｄｓ＝ｅｘｐ｛Ｂ２（ｔ）－１２ｔ｝这时

得到方程（１）的随机精确解如下：

Ｕ（ｘ，ｔ）＝ｃ１（－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ａ１Ｂ

２（ｔ）＋ａｔ２）－

２ｃ２２ｅｘｐ（－２∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－２ａ１Ｂ

２（ｔ）＋ａ１ｔ）

［ｃ２ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ，ｔ）ｄｓ－ａ１Ｂ

２（ｔ）＋
ａ１ｔ
２）ｘ－６ｃ０ｃ１∫

ｔ

０
（ｅｘｐ∫

ｔ

０
－３ｈ（τ）ｄτ－３ａ１Ｂ

２（ｓ）＋
３ａ１ｓ
２）ｄｓ＋ｃ３］

（３５）
如果Ｈ１，Ｈ２满足条件Ｈ１ ＝２Ｈ２这样，我们得到方 程（１）的一组精确解

Ｕ（ｘ，ｔ）＝
ｃ２４
２ｅｓｐ（－∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ａ１Ｂ

２（ｔ）＋ａｔ２）ｓｅｃｈ
２·

　　
２ｃ２２ｅｘｐ（－２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－２ａ１Ｂ

２（ｔ）＋ａ１ｔ）ｘ－ｃ
３
４∫
ｔ

０
ｅｓｐ（－３∫

ｓ

０
ｈ（τ）ｄτ－３ａ１Ｂ

２（ｓ）＋
３ａ１ｓ
２）ｄｓ

２ （３６）

１２１
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其中ｃ３≠０，ｃ４，ｃ５积分常数．

３　结束语

（１）本文用埃尔米特变换和 Ｐａｉｎｌｅｖｅ′法来研
究Ｗｉｃｋ－类型随机广义 Ｋｄｖ方程，得到一些随机
精确解，这些方法可以用于求很多类型的随机非线

性演化方程的随机精确解，也可以推广应用到更复

杂的有物理背景的随机非线性演化方程。另外，这

类方程也可以用别的方法进行研究而得到别的随

机解．
（２）在方程（１）中若Ｗｉｃｋ类型乘 ◇变成普通乘

积，那么方程（１）则变成变系数广义Ｋｄｖ方程，即
ｕｔ＋Ｈ１（ｔ）ｘｕｘｘｘ＋６ｕｕｘ＋Ｈ２（ｔ）ｕ＋ｕｘｘｘ＝０

其中Ｈｉ（ｔ）（ｉ＝１，２）是关于ｔ的函数．
（３）在求解过程中发现Ｐｏｉｓｓｏｎ白色噪音空间

与Ｗｉｅｎｅｒ白色噪音空间之间存在单一映射关系，
Ｐｏｉｓｓｏｎ随机偏方程的解可以把这一映射映射到高斯
随机偏方程的解而求出，这简便精确的连续解是由

Ｂｅｎｔｈ等给出的，可以参见文献［４］的４．９节论述．
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