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摘要　利用推广的双曲函数展开法，得到了具强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的几组带有任意函数和任意常

数的精确解．根据得到的解，分析了各种可能的孤波结构，发现了运动学特征不同于通常扭结孤立波的特殊

扭结孤立波．
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引言

随着科学技术的发展，人们越来越重视对非线

性科学的研究．作为非线性科学的重要组成部分，
孤立子理论与应用研究也必然地受到众多学者的

关注．孤立子解在光纤通信、流体力学和等离子体
物理领域中有着广泛的应用［１３］，因此寻找非线性

演化方程的孤立子（波）解具有重要的理论和实际

意义．经典的Ｂｕｒｇｅｒｓ方程是物理学和力学中经常
出现的重要的非线性耗散方程．首次由 Ｂｕｒｇｅｒｓ在
１９４８年得到，并用来描述河道中湍流现象，另外一
维冲击波的传播以及一定条件下声波在具有粘滞

性和热传导性介质中的传播等也都可以用经典的

Ｂｕｒｇｅｒｓ方程来描述．关于经典的 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的研
究，目前已比较成熟和多样化［１６］．

当前科学与工程技术的许多领域都致力于研

究变系数非线性演化方程，本文将研究其中的一种

变系数演化方程，即具强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ方
程

ｕｔ＋α（ｔ）ｕｕｘ＋β（ｔ）ｕｘｘ＝Ｒ（ｔ） （１）
其中非线性系数 α（ｔ），耗散系数 β（ｔ）和强迫项 Ｒ
（ｔ）都是时间ｔ的任意函数．当Ｒ（ｔ）＝０，而α（ｔ）和

β（ｔ）为常数时，方程（１）转化为我们熟悉的经典的
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程．我们力求研究此模型的目的，一是变
系数能够反映出实际物理问题中介质性质的非均

匀性，如密度分层等［７］；二是近年来具强迫项的

Ｂｕｒｇｅｒｓ模型广泛出现在各领域的研究中，如湍流
问题［８］、电荷密度波问题［９］、高温超导中的涡流线

问题［１０］以及无序固体的位错与外延生长问题［１１］

等．关于无强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程已有些文
献［１２，１３，１４］进行了研究，但关于具强迫项的变
系数Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的研究目前还是较少，文［９］研
究了在流体力学中出现的具强迫项的变系数 Ｂｕｒ
ｇｅｒｓ方程，得到了可能观察到的某些类孤波结构．
本文将利用推广的双曲函数展开法［１５，１６］，求解具

强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，得到该方程的精确
解．根据得到的孤立波解，分析该模型的孤波结构．

１　具强迫项的变系数Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的精确解

通过平衡方程（１）中的最高阶导数项和最高
次非线性项可得 ｎ＝１，因此按照推广的双曲函数
展开法的基本思想［１５，１６］，把方程（１）的解可设为

ｕ（ｘ，ｔ）＝ａ０（ｔ）＋ａ１（ｔ）ｆ（ξ）＋ｂ１（ｔ）ｇ（ξ） （２）
其中

ξ（ｘ，ｔ）＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｃ（ｔ） （３）
而

ｆ（ξ）＝ １
ｃｏｓｈξ＋ｒ

，ｇ（ξ）＝ ｓｉｎｈξ
ｃｏｓｈξ＋ｒ

（４）

另外，ｆ（ξ）和ｇ（ξ）满足如下Ｒｉｃｃａｔｉ方程组
　ｆ′（ξ）＝－ｆ（ξ）ｇ（ξ），ｇ′（ξ）＝１－ｇ２（ξ）－ｒｆ（ξ），

ｇ２（ξ）＝１－２ｒｆ（ξ）＋（ｒ２－１）ｆ２（ξ） （５）

这里“′”表示ｄｄξ
，ｒ为任意实数．将式（２）和（３）代入

方程（１），并进行行波约化可得
　 ａ′０（ｔ）＋ａ

′
１（ｔ）ｆ（ξ）＋ａ１（ｔ）ｆ

′（ξ）ｘｋ′（ｔ）＋

ａ１（ｔ）ｆ
′（ξ）ｃ′（ｔ）＋ｂ′１（ｔ）ｇ（ξ）＋ｂ１（ｔ）ｇ

′（ξ）ｘｋ′（ｔ）＋
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ｂ１（ｔ）ｇ
′（ξ）ｃ′（ｔ）＋α（ｔ）ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）ｆ

′（ξ）ｋ（ｔ）＋

α（ｔ）ａ０（ｔ）ｂ１（ｔ）ｇ
′（ξ）ｋ（ｔ）＋

α（ｔ）ａ２１（ｔ）ｆ（ξ）ｆ
′（ξ）ｋ（ｔ）＋

α（ｔ）ａ１（ｔ）ｆ（ξ）ｂ１（ｔ）ｇ
′（ξ）ｋ（ｔ）＋

α（ｔ）ｂ１（ｔ）ｇ（ξ）ａ１（ｔ）ｆ
′（ξ）ｋ（ｔ）＋

α（ｔ）ｂ２１（ｔ）ｇ（ξ）ｇ
′（ξ）ｋ（ｔ）＋

β（ｔ）ａ１（ｔ）ｆ
＂（ξ）ｋ２（ｔ）＋β（ｔ）ｂ１（ｔ）ｇ

＂（ξ）ｋ２（ｔ）＝Ｒ（ｔ）

（６）
将式（５）代入式（６）计算，可得到关于ｆ（ξ）和ｇ（ξ）
的方程，令ｆ（ξ）和ｇ（ξ）的系数为零，得到如下关于
待定系数的非线性微分方程组

ａ′０（ｔ）－Ｒ（ｔ）＝０ （７）

ｂ′１（ｔ）＝０ （８）

－α（ｔ）ａ２１（ｔ）ｋ（ｔ）－α（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）ｋ（ｔ）ｒ

２＋

　α（ｔ）ｂ２１（ｔ）ｋ（ｔ）＋２β（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）ｋ

２（ｔ）ｒ２－

　２β（ｔ）ｂ２１（ｔ）ｋ
２（ｔ）＝０ （９）

－２β（ｔ）ａ１（ｔ）ｋ
２（ｔ）－２α（ｔ）ａ１（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）ｒ

２＋

　２α（ｔ）ａ１（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）＋２β（ｔ）ａ１（ｔ）ｋ
２（ｔ）ｒ２＝０

（１０）
ｂ１（ｔ）ｋ

′（ｔ）ｒ＝０ （１１）

ａ′１（ｔ）＋ｂ１（ｔ）ｃ
′（ｔ）ｒ＋β（ｔ）ａ１（ｔ）ｋ

２（ｔ）＋
　α（ｔ）ａ０（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）ｒ－
　α（ｔ）ａ１（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）＝０ （１２）

ａ１（ｔ）ｋ
′（ｔ）＝０ （１３）

－ａ１（ｔ）ｃ
′（ｔ）＋α（ｔ）ｂ２１（ｔ）ｋ（ｔ）ｒ－

　β（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ
２（ｔ）ｒ－

　α（ｔ）ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）ｋ（ｔ）＝０ （１４）

ｂ１（ｔ）ｋ
′（ｔ）－ｂ１（ｔ）ｋ

′（ｔ）ｒ２＝０ （１５）

－ｂ１（ｔ）ｃ
′（ｔ）ｒ２－α（ｔ）ａ０（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）ｒ

２＋
　α（ｔ）ａ０（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）＋３α（ｔ）ａ１（ｔ）ｂ１（ｔ）ｋ（ｔ）ｒ－

　３β（ｔ）ａ１（ｔ）ｋ
２（ｔ）ｒ＋ｂ１（ｔ）ｃ

′（ｔ）＝０ （１６）

ｋ′（ｔ）＝０ （１７）
借助Ｍａｐｌｅ软件求解非线性方程组（７）—（１７）可
得

情形１：

ａ０（ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ，ｂ１（ｔ）＝Ｂ，ｋ（ｔ）＝Ｋ，
ｒ＝０，ａ１（ｔ）＝０，β（ｔ）＝

１
２
α（ｔ）ｂ１（ｔ）
ｋ（ｔ） ，

ｃ（ｔ）＝－∫α（ｔ）ａ０（ｔ）ｋ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （１８）

情形２：

ａ０（ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ，ｂ１（ｔ）＝Ｂ，ｋ（ｔ）＝Ｋ，
ｒ＝１，ａ１（ｔ）＝０，β（ｔ）＝

α（ｔ）ｂ１（ｔ）
ｋ（ｔ） ，

ｃ（ｔ）＝－∫α（ｔ）ａ０（ｔ）ｋ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （１９）

情形３：

ａ０（ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ，ｂ１（ｔ）＝Ｂ，ｋ（ｔ）＝Ｋ，
ｒ＝－１，ａ１（ｔ）＝０，β（ｔ）＝

α（ｔ）ｂ１（ｔ）
ｋ（ｔ） ，

ｃ（ｔ）＝－∫α（ｔ）ａ０（ｔ）ｋ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （２０）

情形４：

ａ０（ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ，ｂ１（ｔ）＝Ｂ，ｋ（ｔ）＝Ｋ，
ｒ＝ ｒ，ａ１（ｔ） ＝ －１＋ｒ槡

２ｂ１（ｔ），β（ｔ） ＝

α（ｔ）ｂ１（ｔ）
ｋ（ｔ） ，ｃ（ｔ）＝－∫α（ｔ）ａ０（ｔ）ｋ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ （２１）
情形５：

ａ０（ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ，ｂ１（ｔ）＝Ｂ，ｋ（ｔ）＝Ｋ，
ｒ＝ｒ，ａ１（ｔ）＝－ －１＋ｒ槡

２ｂ１（ｔ），

β（ｔ）＝
α（ｔ）ｂ１（ｔ）
ｋ（ｔ） ，ｃ（ｔ）＝－∫α（ｔ）ａ０（ｔ）ｋ（ｔ）ｄｔ＋

Ｃ （２２）

其中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｋ和ｒ均为任意常数，α（ｔ）和 Ｒ（ｔ）为
任意时间函数．因此，由式（２），（３），（４）及（１８）—

（２２），可得到方程（１）的如下解

ｕ１（ｘ，ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ＋

Ｂ
ｓｉｎｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］
ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］

（２３）

ｕ２（ｘ，ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ＋

Ｂ
ｓｉｎｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］
ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］＋１

（２４）

ｕ３（ｘ，ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ＋

５１１
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Ｂ
ｓｉｎｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］
ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］－１

（２５）

　ｕ４（ｘ，ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ＋ ｒ２－槡 １×

Ｂ １

ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］＋ｒ
＋

Ｂ
ｓｉｎｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］
ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］＋ｒ

（２６）

　ｕ５（ｘ，ｔ）＝∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ－ ｒ２－槡 １×

Ｂ １

ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］＋ｒ
＋

Ｂ
ｓｉｎｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］
ｃｏｓｈ［Ｋｘ－∫α（ｔ）（∫Ｒ（ｔ）ｄｔ＋Ａ）Ｋｄｔ＋Ｃ］＋ｒ

（２７）
这里ｕ１（ｘ，ｔ）等效于文［９］中得到的解，其他解与
文［９］中给出的解不同．

２　具强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的特殊
孤波结构

上面我们利用推广的双曲函数展开法，得到了

具强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的几组精确解析
解．这些解都包含一些任意函数和常数，因此它们
可以反映出丰富的孤波结构．这里只以解（２６）作
为例子来分析该系统的孤波结构．我们选取各种不
同的任意函数和常数，对解（２６）表示的可能的孤
波结构进行了分析，得到了各种特殊孤波结构．

图１显示了无强迫项作用下，在非均匀性介质

α（ｔ）＝５６ｃｏｓ（ｔ），β（ｔ）＝１２ｃｏｓ（ｔ）中可能形成的特

殊扭结孤立波．从图可看出扭结孤立波沿水平方向
振荡，且其速度是变化的．图２显示了无强迫项作

用下，在另一种非均匀性介质 α（ｔ）＝ｔ１０，β（ｔ）＝ｔ

中可能形成的特殊扭结孤立波．从图可看出，开始
时扭结孤立波沿水平方向直线传播，当传到某一确

定位置后又反回来，且其传播速度上也有变化．

图１　Ａ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝０，α（ｔ）＝５６ｃｏｓ（ｔ），

β（ｔ）＝１２ｃｏｓ（ｔ）时的特殊扭结孤立波

Ｆｉｇ．１　ＳｐｅｃｉａｌＫｉｎｋｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ，ｗｈｅｎＡ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，

ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝０，α（ｔ）＝５６ｃｏｓ（ｔ），β（ｔ）＝１２ｃｏｓ（ｔ）

图２　Ａ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，Ｋ＝２５，Ｒ（ｔ）＝０，α（ｔ）＝
ｔ
１０，

β（ｔ）＝ｔ时的特殊扭结孤立波

Ｆｉｇ．２　ＳｐｅｃｉａｌＫｉｎｋｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ，ｗｈｅｎＡ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，

ｒ＝２，Ｋ＝２５，Ｒ（ｔ）＝０，α（ｔ）＝
ｔ
１０，β（ｔ）＝ｔ

图３　Ａ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝１４ｓｉｎ（ｔ＋４），α（ｔ）＝
１
５，

β（ｔ）＝２时的特殊扭结孤立波

Ｆｉｇ．３　ＳｐｅｃｉａｌＫｉｎｋｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ，ｗｈｅｎＡ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，

ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝１４ｓｉｎ（ｔ＋４），α（ｔ）＝
１
５，β（ｔ）＝２

６１１
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图３显示了在强迫项 Ｒ（ｔ）＝１４ｓｉｎ（ｔ＋４）作

用下，均匀性介质中可能形成的特殊扭结孤立波．
从图中可明显的看出，扭结孤立波行进时在垂直方

向周期性地波动，并且它的传播速度是不均匀的．
图４显示了在另一种强迫项 Ｒ（ｔ）＝５ｅ－２ｔ２作用下，
均匀性介质中可能形成的特殊扭结孤立波．可观察
到扭结孤立波开始时沿水平方向平稳传播，当它传

播到某一位置后在垂直方向有个跳跃，之后又平稳

传播．这时扭结孤立波的传播速度也有变化．

图４　Ａ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝５ｅ－２ｔ２，α（ｔ）＝１５，

β（ｔ）＝２时的特殊扭结孤立波

Ｆｉｇ．４　ＳｐｅｃｉａｌＫｉｎｋｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ，ｗｈｅｎＡ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，

Ｒ（ｔ）＝５ｅ－２ｔ２，α（ｔ）＝１５，β（ｔ）＝２

图５　Ａ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝１２ｓｉｎ（ｔ＋４），α（ｔ）＝
５
６ｃｏｓ（ｔ），

β（ｔ）＝１２ｃｏｓ（ｔ）时的特殊扭结孤立波

Ｆｉｇ．５　ＳｐｅｃｉａｌＫｉｎｋｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ，ｗｈｅｎＡ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，

ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝１２ｓｉｎ（ｔ＋４），α（ｔ）＝
５
６ｃｏｓ（ｔ），β（ｔ）＝１２ｃｏｓ（ｔ）

图５显示了在强迫项Ｒ（ｔ）＝１２ｓｉｎ（ｔ＋４）作用

下，非均匀性介质 α（ｔ）＝５６ｃｏｓ（ｔ），β（ｔ）＝１２ｃｏｓ

（ｔ）中可能形成的特殊扭结孤立波．此时扭结孤立

波表现出的特征是图１和图３所示的并合特征．图
６显示了在强迫项 Ｒ（ｔ）＝５ｅ－２ｔ２作用下，非均匀性

介质α（ｔ）＝１５ｔ，β（ｔ）＝２ｔ中可能形成的特殊扭结

孤立波．此时扭结孤立波表现出的特征是图２和图
４所示的并合特征．

图６　Ａ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝５ｅ－２ｔ２，α（ｔ）＝１５ｔ，

β（ｔ）＝２ｔ时的特殊扭结孤立波

Ｆｉｇ．６　ＳｐｅｃｉａｌＫｉｎｋｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ，ｗｈｅｎＡ＝１０，Ｂ＝４，Ｃ＝６，

ｒ＝２，Ｒ（ｔ）＝５ｅ－２ｔ２，α（ｔ）＝１５ｔ，β（ｔ）＝２ｔ

３　结语

本文利用推广的双曲函数展开法并借助符号

运算系统Ｍａｐｌｅ得到了具强迫项的变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程的几组精确孤立波解．根据得到的解，分析该
系统中出现的各种可能的孤波结构，得到了一些运

动学特征不同于通常扭结孤立波的特殊扭结孤立

波．本文结果将对进一步认识和理解具强迫项的变
系数Ｂｕｒｇｅｒｓ方程所描述的物理现象提供了新的线
索和有力的帮助，对孤立波的控制与利用提供了可

靠的理论依据．
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