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Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程的非古典广义势对称及精确解
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摘要　分析了ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程的非古典势对称，通过广义势系统而不是一般势系统求得了这些非古典势

对称．文中得到了这些方程的新的对称，同时也得到了伴随系统的新的对称，并用其求出了一些精确解．这

些解对进一步研究ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程所描述的物理现象具有广泛的应用价值．

关键词　ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程，　非古典广义势对称，　广义势系统，　精确解

引 言

ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程主要是用于描述微粒或质

点的位置与速度概率密度函数的演化规律，如布朗

运动、湍流流动等．该方程也被称为中观层次理论
的关键方程，在物理学与相关工程领域具有重要的

研究价值．，所以寻找其精确解具有重要意义．
本文对一维ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程进行了分类和

研究．我们主要采用了文献［１］中提出的广义势系
统求得了这些方程的非古典势对称，同时也得到了

其伴随系统的非古典对称，并利用这些对称求出了

一些精确解．
现在以有两个自变量的偏微分方程为例，给出

求偏微分方程非古典势对称的一般步骤：

假设ｕ（ｘ，ｔ）满足的偏微分方程可以写成守恒
形式（散度形式）

Ｄｘｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕｘ，ｕｔ）－Ｄｔｇ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕｘ，ｕｔ）＝０（１）
引入势函数ｖ，得到原方程（１）的伴随系统

ｖ
ｔ
＝ｆ

ｖ
ｘ

{ ＝ｇ
（２）

不过，许多文献中经常考虑形如

ｕｔ＝Ｄｘｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕｘ） （３）
的偏微分方程，则由文献［４］可得其伴随系统为

ｖｘ＝ｕ

ｖｔ＝ｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕｘ{ ）
（４）

该系统是一般势系统．而文献［１］中提出了广义势

系统，即

ｖｘ＝ｆ１（ｘ）ｈ１（ｕ）

ｖｔ＝ｆ２（ｘ）ｈ２（ｕ）ｕｘ＋ｆ３（ｘ）ｈ３（ｕ{ ）
（５）

其中ｆｉ（ｘ）和ｈｉ（ｘ）满足一些条件（ｉ＝１，２，３）．假设
方程组（４）（或（５））具有如下形式的 Ｌｉｅ对称群生
成元

Ｖ＝ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｘ
＋

　τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｔ
＋（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕ

＋

　η（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖ
（６）

为了寻找方程（３）的非古典势对称群生成元，就要
附加下面的不变曲面条件

τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕｔ＋ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕｘ－＝０

τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖｔ＋ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖｘ－η＝{ ０
（７）

然后利用式（４）（或（５））和式（７）求出偏导数 ｕｔ，
ｕｘ，ｖｔ，ｖｘ，并将它们代入到对称群确定方程组中，得
到确定方程组，进一步就可以求出 ξ，τ，，η．只要

ξ２ｖ＋τ
２
ｖ＋

２
ｖ≠０，则称Ｖ就是（３）的一个非古典势对

称．

１　ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程

ｕｔ＝［ｐ（ｘ）ｕｘ＋ｑ（ｘ）ｕ］ｘ，　ｘ，ｔ∈Ｒ

下面根据ｐ（ｘ）和ｑ（ｘ）的不同分情况讨论：
１．１　ｐ（ｘ）＝ａ，ｑ（ｘ）＝ｂ（ａ，ｂ≠０）

则方程为

ｕｔ＝［ａｕｘ＋ｂｕ］ｘ （８）
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由文献［１］我们可得方程（８）的广义势系统

ｖｘ＝ｅ
ｂ
ａｘｕ

ｖｔ＝ａｅ
ｂ
ａｘｕｘ＋

{ １
（９）

其对应的一阶延拓无穷小算子为

Ｖ（１）＝Ｖ＋（１）ｘ

ｕｘ
＋（１）ｔ


ｕｔ
＋

　η（１）ｘ

ｖｘ
＋η（１）ｔ


ｖｔ

（１０）

把Ｖ（１）作用到系统（９）中，得到

η（１）ｘ －
ｂ
ａｅ

ｂ
ａｘξｕ－ｅ

ｂ
ａｘ

η（１）ｔ －ｂｅ
ｂ
ａｘξｕｘ－ａｅ

ｂ
ａｘ（１）ｘ ＝

{
０

（１１）

将系统（９）和不变曲面条件（７）联立，可得

ｖｘ＝ｅ
ｂ
ａｘｕ，ｖｔ＝

η
τ
－ξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘｕ，

ｕｘ＝
η
ａτ
ｅ
ｂ
ａｘ－ξａτ

ｕ－１ａｅ
－ｂａｘ，

ｕｔ＝

τ
－ξη
ａτ２
ｅ
ｂ
ａｘ＋ξ

２

ａτ２
＋ξａτ
ｅ－

ｂ
ａｘ

为了减少运算量，可设ξ＝ξ（ｘ，ｔ，ｖ），τ＝τ（ｔ，ｖ），η
＝η（ｘ，ｔ，ｖ）．将ｖｘ，ｖｔ，ｕｘ，ｕｔ代入到（１１）里．由（１１）
的第一式可知

（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）＝ηｘｅ
ｂ
ａｘ＋ηｖｕ－ξｘｕ－ξｖｅ

ｂ
ａｘｕ２－

　　
τｖη
τ
ｕ＋
τｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘｕ２－ｂａξｕ

把的表达式代入到（１１）的第二式里，得到
了下面的非线性确定方程组

ηｔ＋
ηｖη
τ
－
τｖη
τ
－
τｖη

２

τ２
－ｂξηａτ

＋ｂξａ＋

　ｂηｘ－ａηｘｘ－
ηｖη
τ
＋ηｖ＋

ξｘη
τ
－ξｘ＋

　
τｖη

２

τ２
－
τｖη
τ
＋ｂξηａτ

－ｂξａ－

　
ηｖη
τ
＋ηｖ＋

ξｘη
τ
－ξｘ＋

τｖη
２

τ２
－
τｖη
τ
＋

　ｂξηａτ
－ｂξａ＋

ξｘη
τ
－ξｘ＝０ （１２ａ）

－
ηｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－ξｔｅ

ｂ
ａｘ－
ξｖη
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋
τｔξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋
２τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
ａｘ＋

　ｂξ
２

ａτ
ｅ
ｂ
ａｘ－ａηｖｘｅ

ｂ
ａｘ＋
ηｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋ｂξ

２

ａτ
ｅ
ｂ
ａｘ＋ａξｘｘｅ

ｂ
ａｘ－

　
ξｘξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋
２ξｖη
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－２ξｖｅ

ｂ
ａｘ＋
ａτｖηｘ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－

　
τｖηξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋ｂξｘｅ

ｂ
ａｘ－ｂξ

２

ａτ
ｅ
ｂ
ａｘ－
２τｖξη
τ２
ｅ
ｂ
ａｘ＋

　
２τｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋
ηｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－
ξｘξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋
２ξｖη
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－

　２ξｖｅ
ｂ
ａｘ－
τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
ａｘ－
２τｖξη
τ２
ｅ
ｂ
ａｘ＋
２τｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－

　ｂξ
２

ａτ
ｅ
ｂ
ａｘ－ａηｘｖｅ

ｂ
ａｘ－
ξｘξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＋
ξｘη
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－ξｖｅ

ｂ
ａｘ＋

　
ａτｖηｘ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ－
τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
ａｘ＋
τｖξ
τ
ｅ
ｂ
ａｘ＝０ （１２ｂ）

ξｖξ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ－
τｖξ

２

τ２
ｅ
２ｂ
ａｘ＋ａξｖｘｅ

２ｂ
ａｘ＋ｂξｖｅ

２ｂ
ａｘ－
２ξｖξ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ－

　
ａτｖξｘ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ－
ｂτｖξ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ＋

２τｖξ
２

τ２
ｅ
２ｂ
ａｘ－
２ξｖξ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ＋

　
２τｖξ

２

τ２
ｅ
２ｂ
ａｘ－ａηｖｖｅ

２ｂ
ａｘ＋ａξｖｘｅ

２ｂ
ａｘ＋ａ

τｖｖη
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ－

　ａ
τ２ｖη
τ２
ｅ
２ｂ
ａｘ＋ａ

τｖηｖ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ＋ｂξｖｅ

２ｂ
ａｘ－
ξｖξ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ＋

　ａ
τｖηｖ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ－
ａτｖξｘ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ－ａ

τ２ｖη
τ２
ｅ
２ｂ
ａｘ－

ｂτｖξ
τ
ｅ
２ｂ
ａｘ＋

　
τｖξ

２

τ２
ｅ
２ｂ
ａｘ＝０ （１２ｃ）

ａξｖｖｅ
３ｂ
ａｘ－

ａτｖｖξ
τ
ｅ
３ｂ
ａｘ＋

２ａτ２ｖξ
τ２
ｅ
３ｂ
ａｘ－
２ａτｖξｖ
τ
ｅ
３ｂ
ａｘ＝０

（１２ｄ）
从而得到了原方程（８）的一个非古典势对称

Ｖ１＝ｔｅ
ｖ
ｔ
＋ｔｖ
ｕ
＋ａｂｔｅ

ｖｅ
ｂ
ａｘ
ｖ

（１３）

和其伴随系统（９）的一个非古典对称

Ｖ２＝

ｔ
＋（１－ｕｔ）


ｕ
＋（ａｂｅ

ｂ
ａｘ－ｖｔ＋２－

１
ｔ）

ｖ

对于Ｖ１：首先可得特征方程
ｄｘ
０＝
ｄｔ
ｔｅｖ
＝ ｄｖ
ａ
ｂｔｅ

ｖｅ
ｂ
ａｘ
，

进而

ｘ＝ζ１

ｖ＝ａｂｅ
ｂ
ａｘｔ＋ｆ（ζ１{ ）

其中ｆ（ζ１）满足常微分方程

ｆ（ζ１）－
ｂ
ａｆ
＂（ζ１）－

１
ａｅ

ｂ
ａｘ＝０ （１４）

则得到原方程（８）的一个解

ｕ１（ｘ，ｔ）＝ｔ＋
ａｃ
ｂ＋

ｘ
ｂ－

ａ
ｂ２
（ｃ≠０）．

０１１
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对于Ｖ２：步骤同理情况Ｖ１，得到了原方程（８）的另
一个解

ｕ２（ｘ，ｔ）＝ｅ
－ｂａｘｆ

′（ｘ）
ｔ ＋ｔ２，

其中ｆ（ｘ）满足常微分方程

ａｔｅ－
ｂ
ａｘｆ（ｘ）－ｂｔｅ－

ｂ
ａｘｆ＂（ｘ）＋

　　ｅ－
ｂ
ａｘｆ′（ｘ）－ｔ

２

２＝０

１．２　ｐ（ｘ）＝１ｘ，ｑ（ｘ）＝ｂ（ｂ≠０）

则方程为

ｕｔ＝［
１
ｘｕｘ＋ｂｕ］ｘ （１５）

根据文献［１］，其广义势系统为

ｖｘ＝ｅ
ｂ
２ｘ２ｘ

ｖｔ＝
１
ｘｅ

ｂ
２ｘ２ｕｘ＋{ １

（１６）

把Ｖ（１）作用到系统（１６）中，从而得到

η（１）ｘ －ｂｘｅ
ｂｘ２
２ξｕ－ｅ

ｂ
２ｘ２＝０

η（１）ｔ ＋
１
ｘ２
ｅ
ｂｘ２
２ξｕｘ－ｂｅ

ｂｘ２
２ξｕｘ－

１
ｘｅ

ｂｘ２
２（１）ｘ ＝{ ０

（１７）

将系统（１６）与不变曲面条件（７）联立，可得 ｖｘ，ｖｔ，
ｕｘ，ｕｔ．为了减少运算量，可设ξ＝ξ（ｘ，ｔ，ｖ），τ＝τ（ｔ，
ｖ），η＝η（ｘ，ｔ，ｖ）．将ｖｘ，ｖｔ，ｕｘ，ｕｔ代入到（１７）里．由
（１７）的第一式可得（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）．把 的表达式代
入到（１７）的第二式里，则可得

ηｔ＋
ηｖη
τ
－
τｔη
τ
－
τｖη

２

τ２
＋ξηｘτ

－ξｘ－
ｂｘξη
τ
＋ｂｘξ＋

　ｂηｘ－
ηｘｘ
ｘ－
ηｖη
τ
＋ηｖ＋

ξｘη
τ
－ξｘ＋

τｖη
２

τ２
－
τｖη
τ
＋

　ｂｘξη
τ
－ｂｘξ－

ηｖη
τ
＋ηｖ＋

ξｘη
τ
－ξｘ＋

τｖη
２

τ２
－

　
τｖη
τ
＋ｂｘξη
τ
－ｂｘξ＋

ξｘη
τ
－ξｘ＝０ （１８ａ）

－
ηｖξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－ξｔｅ

ｂ
２ｘ２－

ξｖη
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

τｔξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

　
２τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
２ｘ２－ξ

２

ｘτ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋ｂｘξ

２

τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－

ηｖｘ
ｘｅ

ｂ
２ｘ２＋

　
ηｖξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

ξｘｘ
ｘｅ

ｂ
２ｘ２－

ξｘξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

２ξｖη
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－

　２ξｖｅ
ｂ
２ｘ２＋

τｖηｘ
ｘτ
ｅ
ｂ
２ｘ２－

τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
２ｘ２－

２τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

　
２τｖξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋ｂξｘｅ

ｂ
２ｘ２＋ｂξｘｅ

ｂ
２ｘ２－ｂｘξ

２

τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

　
ηｖξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－

ξｘξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

２ξｖη
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－２ξｖｅ

ｂ
２ｘ２－

　
τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
２ｘ２－

２τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

２τｖξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－ｂｘξ

２

τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－

　
ηｖｘ
ｘｅ

ｂ
２ｘ２－

ξｘξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

ξｖη
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２－ξｖｅ

ｂ
２ｘ２＋

　
τｖηｘ
ｘτ
ｅ
ｂ
２ｘ２－

τｖηξ
τ２
ｅ
ｂ
２ｘ２＋

τｖξ
τ
ｅ
ｂ
２ｘ２＝０ （１８ｂ）

ξｖξ
τ
ｅｂｘ２－

τｖξ
２

τ２
ｅｂｘ２＋

ξｖｘ
ｘｅ

ｂｘ２＋ｂξｖｅ
ｂｘ２－
２ξｖξ
τ
ｅｂｘ２－

　
τｖξｘ
ｘτ
ｅｂｘ２－

ｂτｖξ
τ
ｅｂｘ２＋

２τｖξ
２

τ２
ｅｂｘ２－

２ξｖξ
τ
ｅｂｘ２＋

　
２τｖξ

２

τ２
ｅｂｘ２－

ηｖｖ
ｘｅ

ｂｘ２＋
ξｖｘ
ｘｅ

ｂｘ２＋
τｖｖη
ｘτ
ｅｂｘ２＋

　
τｖηｖ
ｘτ
ｅｂｘ２－

τ２ｖη
ｘτ２
ｅｂｘ２＋ｂξｖｅ

ｂｘ２－
ξｖξ
τ
ｅｂｘ２＋

　
τｖηｖ
ｘτ
ｅｂｘ２－

ξｘτｖ
ｘτ
ｅｂｘ２－

τ２ｖη
ｘτ２
ｅｂｘ２－

　
ｂτｖξ
τ
ｅｂｘ２＋

τｖξ
２

τ２
ｅｂｘ２＝０ （１８ｃ）

ξｖｖ
ｘｅ

３
２ｂｘ２－

τｖｖξ
ｘτ
ｅ
３
２ｂｘ２－

２τｖξｖ
ｘτ
ｅ
３
２ｂｘ２＋

２τ２ｖξ
ｘτ２
ｅ
３
２ｂｘ２＝０

（１８ｄ）

从而得到方程（１５）的一个非古典势对称

Ｖ３＝ｔｖ

ｔ
＋ｂｔｖ

ｖ
，

和其伴随系统（１６）的一个非古典对称

Ｖ４＝ｔｖ

ｔ
－ｕｔ


ｕ
＋（－ｖｔ＋２－

１
ｔ）

ｖ

对于Ｖ３：步骤同理情况 Ｖ１，得到了原方程（１５）的

一个解

ｕ３（ｘ，ｔ）＝
ｃ１
ｂ＋ｅ

－ｂ２ｂｘ２ｃ２（ｃ１，ｃ２≠０）．

对于Ｖ４：则得到原方程（１５）的又一个解

ｕｘ（ｘ，ｔ）＝ｅ
－ｂ２ｂｘ２ｆ

′（ｘ）
ｔ ，

其中ｆ（ｘ）满足常微分方程

ｔ
ｘｆ
（ｘ）－（ｂｔ＋ｔ

ｘ２
）ｆ＂（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＝０ （１９）

１．３　ｐ（ｘ）＝ｘ２，ｑ（ｘ）＝ｂ（ｂ≠０）
则方程为

ｕｔ＝［ｘ
２ｕｘ＋ｂｕ］ｘ （２０）

同理１．２，首先得其广义势系统为

１１１
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ｖｘ＝ｅ
－ｂｘｕ

ｖｔ＝ｘ
２ｅ－

ｂ
ｘｕｘ＋

{ １
（２１）

把Ｖ（１）作用到系统（２１）中，从而得到

η（１）ｘ －
ｂ
ｘ２
ｅ－

ｂ
ｘξｕ－ｅ－

ｂ
ｘ＝０

η（１）ｔ －２ｘｅ
－ｂｘξｕｘ－ｂｅ

－ｂｘξｕｘ－ｘ
２ｅ－

ｂ
ｘ（１）ｘ ＝

{
０

（２２）

将系统（２１）与不变曲面条件（７）联立，可得 ｖｘ，ｖｔ，

ｕｘ，ｕｔ．为了减少运算量，可设ξ＝ξ（ｘ，ｔ，ｖ），τ＝τ（ｔ，

ｖ），η＝η（ｘ，ｔ，ｖ）．将ｖｘ，ｖｔ，ｕｘ，ｕｔ代入到（２２）里．由
（２２）的第一式可得（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）．把 的表达式代
入到（２２）的第二式里，则可得（２１）的确定方程组，
进一步就得到了方程（２０）的一个非古典势对称

Ｖ５＝ｔｖ

ｔ
＋ｂｔｖ

ｖ
和其伴随系统（２１）的一个非古典对称

Ｖ６＝

ｔ
－ｕｔ


ｕ
＋（－ｖｔ＋２－

１
ｔ）

ｖ
．

对于Ｖ５：得到原方程（２０）的一个解

ｕ５（ｘ，ｔ）＝
ｃ
ｂ＋ｃ１ｅ

ｂ
ｘ（ｃ，ｃ１≠０）．

对于Ｖ６：也得到了原方程（２０）的又一个解

ｕ６（ｘ，ｔ）＝ｅ
ｂ
ｘ
ｆ′（ｘ）
ｔ ，

其中ｆ（ｘ）满足常微分方程
ｘ２ｔｆ（ｘ）＋（２ｘ－ｂ）ｔｆ＂（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＝０

１．４　ｐ（ｘ）＝ｅｘ，ｑ（ｘ）＝１
则方程为

ｕｔ＝［ｅ
ｘｕｘ＋ｕ］ｘ （２３）

同理１．２和１．３，首先得其广义势系统为
ｖｘ＝ｅ

－ｅｘｕ

ｖｔ＝ｅ
ｘｅ－ｅｘｕｘ＋{ １

（２４）

类似１．２，１．３，得到了方程（２３）的两个非古典势对
称

Ｖ７＝ｔｖ

ｔ
＋ｂｔｖ

ｖ
，

Ｖ８＝ｖ

ｔ
＋ｖｅｅ－ｘ

ｕ
＋（ｘ－ｔ）ｖ

ｖ
和其伴随系统（２４）的一个非古典对称

Ｖ９＝

ｔ
－ｕｔ


ｕ
＋（－ｖｔ＋２－

１
ｔ）

ｖ
．

对于Ｖ７：得到原方程（２３）的一个解

ｕ７（ｘ，ｔ）＝ｃ１＋ｃ２ｅ
ｅ－ｘ（ｃ１，ｃ２≠０）．

对于Ｖ８：也得到原方程（２３）的又一个解

ｕ８（ｘ，ｔ）＝ｅ
ｅ－ｘｔ＋ｅｅ－ｘｆ′（ｘ），

其中ｆ（ｘ）满足常微分方程
ｅｘｆ（ｘ）－（１－ｅｘ）ｆ＂（ｘ）－１＝０．

对于Ｖ９：则得到原方程（２３）的第三个解

ｕ９（ｘ，ｔ）＝ｅ
ｅ－ｘｔｆ

′（ｘ）
ｔ ，

其中ｆ（ｘ）满足常微分方程
ｔｅｘｆ（ｘ）＋ｔｅｘｆ＂（ｘ）－ｔｆ＂（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＝０

２　结论

综上，我们利用广义势系统得到了方程（８）的
一个非古典势对称 Ｖ１，方程（１５）的一个非古典势
对称Ｖ３，方程（２０）的一个非古典势对称Ｖ５，以及方
程（２３）的两个非古典势对称 Ｖ７、Ｖ８，同时也得到这
些方程的伴随系统的非古典对称，并用上述对称求

出了原方程的一些精确解．方程存在广义势系统的
充分条件是什么，以及什么条件下方程可以利用这

些广义势系统

来求得原方程的解，这些都是有待于研究的问

题．
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