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非完整力学系统相对运动的稳定性

张毅

（苏州科技学院土木工程学院，苏州　２１５０１１）

摘要　研究了非完整力学系统相对运动的稳定性．首先，建立了系统的受扰运动微分方程，进而推导了系统

的能量变化方程；其次，基于能量变化方程，给出了非完整力学系统相对运动的稳定性的一个判据；最后，举

例说明结果的应用．
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引 言

非完整系统动力学的稳定性问题是分析力学

中的一个重要而又十分复杂的课题．自从 Ｗｈｉｔｔａｋ
ｅｒ［１］于１９０４年首先提出并研究非完整系统小振动
和平衡状态稳定性以来，非完整系统的稳定性问题

一直受到学术界的关注，并已得到不少有意义的结

果［２－１０］．本文进一步研究一般非完整力学系统相
对运动的稳定性，建立了系统的受扰运动微分方

程，得到了能量变化方程，并由此给出了非完整力

学系统相对运动的稳定性的一个判据．

１　非完整系统相对运动的受扰运动微分方程

研究一质点系，它由载体和 Ｎ个质点（被载
体）组成．设载体的运动由基点Ｏ的速度ｖｏ和它的
角速度ω来确定，它们是时间的已知函数．被载质
点的位形由ｎ个广义坐标 ｑｓ（ｓ＝１，…，ｎ）来确定，
其运动受有ｇ个双面理想的Четаев型非完整约束

ｆβ（ｔ，ｑ，ｑ）＝０　（β＝１，…，ｇ） （１）

系统的运动微分方程可表为［１１］
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其中Ｔｒ＝Ｔｒ（ｔ，ｑ，ｑ）为系统的相对运动动能，Ｕ＝Ｕ

（ｔ，ｑ）为力函数，Ｑｓ＝Ｑｓ（ｔ，ｑ，ｑ）为非势广义力，Ｖ
ｏ

为均匀力场势能，有

Ｖｏ＝Ｍ（ｖｏ＋ω×ｖｏ）·ｒ′ｃ （３）

式中 Ｍ为质点系的总质量，ｒ′ｃ为质心在动系中的

矢径，ｖｏ为ｖｏ对时间ｔ的相对导数．Ｖω为离心力势

能，有

Ｖω＝－１２ω·θ
ｏ·ω （４）

式中θｏ为系统在点Ｏ的惯量张量．Ｑωｓ为广义回转

惯性力，有

Ｑωｓ＝－（ω×ｍｉｒ′ｉ）·
ｒ′ｉ
ｑｓ

（５）

式中ｍｉ为第ｉ个质点的质量，ｒ′ｉ为它的相对矢径．

Γｓ为广义陀螺力，有

Γｓ＝γｓｋｑｋ，　γｓｋ＝２ω·（
ｒ′ｉ
ｑｓ
×
ｒ′ｉ
ｑｋ
） （６）

而λβ为约束乘子．假设系统非奇异，即 ｄｅｔ（
２Ｔｒ／

ｑｓｑｋ）≠０，根据文献［１２］给出的方法，在运动微

分方程积分之前，可由方程（１）和（２）求出乘子 λβ
作为ｔ，ｑ，ｑ的函数．于是方程（２）可表为
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　Γｓ＋Λｓ　（ｓ＝１，…，ｎ） （７）

其中

Λｓ＝Λｓ（ｔ，ｑ，ｑ）＝λβ
ｆβ
ｑｓ

（８）

方程（７）称为与非完整相对运动动力学系统（１）
（２）相应的完整相对运动动力学系统的运动微分
方程．

非完整相对运动动力学系统（１）（２）的解的稳
定性问题归结为相应完整相对运动动力学系统
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（７）的满足约束方程（１）的解的稳定性问题．
假设方程（７）有满足约束方程（２）的解
ｑｓ＝ｑ

０
ｓ（ｔ）　（ｓ＝１，…，ｎ） （９）

取其为无扰运动．令
ｑｓ＝ｑ

０
ｓ（ｔ）＋ξｓ　（ｓ＝１，…，ｎ） （１０）

将相对运动的动能Ｔｒ，非势广义力 Ｑｓ，广义陀螺力
Γｓ，广义约束反力Λｓ以及力函数Ｕ，均匀力场势能

Ｖｏ，离心力势能Ｖω和广义回转惯性力Ｑωｓ表为ｔ，ξ，

ξ
·

的函数，并分别记作 Ｔｒ，Ｑｓ，Γｓ，Λｓ，Ｕ，Ｖ
ｏ，

Ｖω，Ｑωｓ，有
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·
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Λｓ（ｔ，ξ，ξ
·

）＝Λｓ（ｔ，ｑ
０＋ξ，ｑ０＋ξ

·

），

Ｕ（ｔ，ξ）＝Ｕ（ｔ，ｑ０＋ξ），　Ｖｏ ＝Ｖｏ（ｔ，ｑ０＋ξ），
Ｖω（ｔ，ξ）＝Ｖω（ｔ，ｑ０＋ξ），Ｑωｓ （ｔ，ξ）＝Ｑ

ω
ｓ（ｔ，ｑ

０＋ξ）

（１１）
则方程（７）成为
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　Ｑωｓ ＋Γｓ ＋Λｓ　（ｓ＝１，…，ｎ） （１２）
不失一般性，假设

Ｑｓ ＋Ｑ
ω
ｓ ＋Λｓ ＝
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ξ
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＋Ｒｓ　（ｓ＝１，…，ｎ）

（１３）

其中Ｗ为ｔ，ξ，ξ
·

的函数，可展开为收敛级数

Ｗ ＝∑
∞

ｍ＝１
Ｗ（ｍ） （１４）

这里Ｗ（ｍ）为 ξ
·

的ｍ次齐次型，系数可为 ｔ，ξ的函
数，而Ｒｓ 满足

Ｒｓξ
·

ｓ＝０ （１５）
于是，方程（１２）可表为形式
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　Ｒｓ ＋Γｓ　（ｓ＝１，…，ｎ） （１６）
方程（１６）或（１２）是所论非完整系统相对运动的受
扰运动微分方程．

２　非完整系统相对运动的能量变化方程

将方程（１６）两端乘以 ξ
·

ｓ并对ｓ求和，得
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将系统的相对运动动能 Ｔｒ分为三部分：广义速度
的齐二次式 Ｔｒ２，广义速度的齐一次式 Ｔｒ１，以及不
依赖于广义速度的项Ｔｒ０．则方程（１７）可表为
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方程（１８）可称为非完整系统相对运动的能量变化
方程．

３　非完整系统相对运动的稳定性判据

由方程（１８），利用 Ляпунов直接法，可得到以
下命题．
命题　对于非完整相对运动动力学系统（１）（２），
如果满足下列条件：

①存在函数 Ｐｒ（ｔ，ξ）使得 Ｐｒ（ｔ，０）＝０，又存
在函数Ｐｒ（ξ）在 ξｓ＝０（ｓ＝１，…，ｎ）有极小，且 Ｐｒ

（０）＝０，使得在｜ξｓ｜＜槇ε下有Ｐｒ（ｔ，ξ）Ｐｒ（ξ）；

②函数Ｐｒ（ｔ，ξ）满足关系

－
Ｐｒ
ξｓ
＝Ｗ

（１）
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　（ｓ＝１，…，ｎ） （１９）

③Ｔｒ２在ｔ≥０及所有 ξｓ充分小时为一致正定
二次型；

④函数

ｍＷ（ｍ）－
Ｔｒ２
ｔ
＋
Ｐｒ
ｔ

（２０）

保持不变号，在充分小的 ξｓ，ξ
·

ｓ（ｓ＝１，…，ｎ）以及 ｔ

≥０下保持非正号．则无扰运动 ξｓ＝ξ
·

ｓ＝０（ｓ＝１，

６０１
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…，ｎ）是稳定的．
证明　取Ｖ函数为
Ｖ＝Ｔｒ２＋Ｐｒ （２１）

由条件 １和条件 ３知，它是正定的．求 Ｖ沿方程
（１６）对时间的导数，根据能量变化方程（１８）和关
系式（１９），有

Ｖ· ＝Ｔ·ｒ２＋Ｐ
·
ｒ ＝ｍＷ

（ｍ）－
Ｔｒ２
ｔ
＋
Ｐｒ
ｔ

（２２）

由条件４知：
Ｖ·≤０ （２３）
于是，由 Ляпунов稳定性定理知，无扰运动 ξｓ

＝ξ
·

ｓ＝０（ｓ＝１，…，ｎ）是稳定的．证毕．
显然，上述命题具有普遍意义：它既适合于非

完整力学系统，也适合于完整系统；不仅可以判断

相对运动的稳定性，也可以判断绝对运动的稳定

性．因此，文献［１０］的结果可作为本文之推论．

４　算例

例　设载体以匀角速度 ω绕固定轴 Οｚ转动，
被载系统为一质量为 ｍ的质点．动坐标系 Ｏｘ′ｙ′ｚ′
的原点Ｏ与惯性系 Οｘｙｚ的原点 Ο相重合，轴 Ｏｚ′
与Οｚ重合．取质点在动系中的坐标为广义坐标，即
ｑ１＝ｘ′，ｑ２＝ｙ′，ｑ３＝ｚ′．设质点的运动受有一个非完
整约束

ｑ２＝ｑ３ｑ１ （２４）
力函数为

Ｕ＝－１２ｋ（ｑ
２
１＋ｑ

２
２＋ｑ

２
３） （２５）

其中，设ｋ＞ｍω２．非势广义力为
Ｑ１＝Ｑ２＝Ｑ３＝０ （２６）

试研究系统相对运动的稳定性．
系统的相对运动动能为

Ｔｒ＝
１
２ｍ（ｑ

２
１＋ｑ

２
２＋ｑ

２
３） （２７）

由题意，根据式（３）－（６）计算可得

Ｖｏ＝０，Ｖω＝－１２ｍω
２（ｑ２１＋ｑ

２
２），Ｑ

ω
ｓ＝０，

Γ１＝２ｍωｑ２，Γ２＝－２ｍωｑ１，Γ３＝０ （２８）
方程（２）给出

ｍ̈ｑ１＝－ｋｑ１＋ｍω
２ｑ１＋２ｍωｑ２－λｑ３，

ｍ̈ｑ２＝－ｋｑ２＋ｍω
２ｑ２－２ｍωｑ１＋λ，ｍ̈ｑ３＝－ｋｑ３

（２９）

由约束（２４）和方程（２９）解得

λ＝ １
１＋ｑ２３

［ｍｑ１ｑ３＋（ｋ－ｍω
２）（ｑ２－ｑ１ｑ３）＋

　２ｍω（ｑ１＋ｑ２ｑ３）］ （３０）
方程（７）给出为

ｍ̈ｑ１＝
１
１＋ｑ２３

［－ｍｑ１ｑ３ｑ３－（ｋ－ｍω
２）（ｑ１＋

　ｑ２ｑ３）＋２ｍω（ｑ２－ｑ１ｑ３）］，

ｍ̈ｑ２＝
１
１＋ｑ２３

［ｍｑ１ｑ３－（ｋ－ｍω
２）（ｑ１ｑ３＋

　ｑ２ｑ
２
３）＋２ｍω（ｑ２ｑ３－ｑ１ｑ

２
３）］，

ｍ̈ｑ３＝－ｋｑ３． （３１）
方程（３１）有满足约束（２４）的一个解

ｑ０１＝ｑ
０
２＝０，　ｑ

０
３＝ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ （３２）

于是

Ｔｒ ＝
１
２ｍ［ξ

·２
１＋ξ

·２
２＋（ξ

·

３ 槡＋ ｋ／ｍｃｏｓ槡ｋ／ｍｔ）
２］，

Ｔｒ２＝
１
２ｍ（ξ

·２
１＋ξ

·２
２＋ξ

·２
３），Ｔｒ１ 槡＝ ｍｋξ

·

３ｃｏｓ槡ｋ／ｍｔ，

Ｔｒ０＝
１
２ｋｃｏｓ

２
槡ｋ／ｍｔ，

Ｑ１ ＋Ｑ
ω
１＋Λ１ ＝－

ξ３＋ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ
１＋（ξ３＋ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ）

２
｛ｍξ

·

１（ξ
·

３＋

槡　 ｋ／ｍｃｏｓ槡ｋ／ｍｔ）＋（ｋ－ｍω
２）［ξ２－ξ１（ξ３＋

　ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ）］＋２ｍω［ξ
·

１＋ξ
·

２（ξ３＋ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ）］｝

Ｑ２ ＋Ｑ
ω
２＋Λ２ ＝

１
１＋（ξ３＋ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ）

２
｛ｍξ

·

１（ξ
·

３＋

槡　 ｋ／ｍｃｏｓ槡ｋ／ｍｔ）＋（ｋ－ｍω
２）［ξ２－ξ１（ξ３＋

　ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ）］＋２ｍω［ξ
·

１＋ξ
·

２（ξ３＋ｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ）］｝

Ｑ３ ＋Ｑ
ω
３＋Λ３ ＝０ （３３）

注意到式（２４），则有

Ｗ

ξ
·

ｓ

ξ
·

ｓ＝（Ｑｓ ＋Ｑ
ω
ｓ＋Λｓ）ξ

·

ｓ＝０ （３４）

于是得

Ｗ（１）＝０，　Ｗ（ｍ）＝０　（ｍ≥２） （３５）
按式（１９）构造函数Ｐｒ，有

－
Ｐｒ
ξ１
＝－ｋξ１＋ｍω

２ξ１，

－
Ｐｒ
ξ２
＝－ｋξ２＋ｍω

２ξ２，

－
Ｐｒ
ξ３
＝ｋｓｉｎ槡ｋ／ｍｔ－ｋ（ξ３ 槡＋ ｋ／ｍｔ） （３６）

７０１
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可取

Ｐｒ ＝
１
２（ｋ－ｍω

２）ξ２１＋
１
２（ｋ－ｍω

２）ξ２２＋
１
２ｋξ

２
３ （３７）

函数（２０）给出

ｍＷ（ｍ）－
Ｔｒ２
ｔ
＋
Ｐｒ
ｔ
＝０ （３８）

显然，命题的四个条件全部满足．因此所论非完整
系统相对运动的无扰运动（３２）是稳定的．
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