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Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理的解法

丁光涛

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　研究Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理．提出对Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统由已知的守恒量导出Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的一般解

法，指出一般解法中的困难．通过引入守恒量和对称性直接相关的辅助方程，给出逆定理的特殊解法．举例

说明了所得结果的应用．
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引 言

１９２７年 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ提出一类新型运动方程［１］．
１９８３年Ｓａｎｔｉｌｌｉ推广这类方程并建议命名为 Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆ方程［２］．１９９６年梅凤翔等出版专著《Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统动力学》［３］，构建该力学理论的基本框架．文献
［４］及其收录的大量参考文献，系统总结了该领域
多方面研究成果，表明了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ力学是经典力学
发展新阶段重要标志之一．１９１８年 Ｎｏｅｔｈｅｒ提出一
个意义重大的对称性理论［５］，近几十年来关于

Ｎｏｅｔｈｅｒ理论及其应用的研究是数学力学和物理学
中重要的热门课题，成果众多，其中包括 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
系统动力学 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性理论研究的重要成
果［３，４，６１４］，Ｎｏｅｔｈｅｒ理论的直接应用是对给定的力
学系统确定其对称变换，进而由对称性导出守恒

量．本文深入研究 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理，即
对给定的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统由已知的守恒量导出
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的问题，提出了这类问题的一般解
法，发展了特殊解法，从而补充了通常的Ｎｏｅｔｈｅｒ逆
定理．利用Ｎｏｅｔｈｅｒ理论能解决由守恒量构造 Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆ函数和函数组问题，本文讨论的逆定理是重要
的基础．由于Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的特殊
情况，在一定条件下，后者也可以变换为前

者［１５，１６］，因此，本文结果容易应用到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
中去．最后，举例说明了所得结果的应用．

本文讨论中只涉及对称性和准对称性，但不区

分两者，而把严格意义下的对称性作为准对称性

ＧＮ＝０的的情况．

１　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ理论概要

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统运动微分方程为

（
Ｒｖ
ａμ
－
Ｒμ
ａｖ
）ａｖ－Ｂ

ａμ
－
Ｒμ
ｔ
＝０　（μ，ｖ＝１，２，

…，２ｎ） （１）
其中，ａμ为变量，Ｂ（ｔ，ａ）为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，Ｒμ（ｔ，ａ）
为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组．定义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ张量

Ωμｖ＝
Ｒｖ
ａμ
－
Ｒμ
ａｖ

（２）

如果系统是规则的，即满足下列条件

ｄｅｔ（Ωμｖ）≠０ （３）

则由方程（１）可以解出全部ａμ，得到

ａμ＝Ωμｖ（Ｂ
ａｖ
＋
Ｒｖ
ｔ
） （４）

其中，Ωμｖ为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ逆变张量，且有

ΩμρΩρｖ＝δ
μ
ｖ （５）

取时间ｔ和变量ａμ的无限小变换

ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ａ），　ａμ
 ＝ａμ＋εξμ（ｔ，ａ） （６）

其中，ε为无限小参数，ξ０，ξμ为无限小变换生成
元．

如果Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统满足如下Ｎｏｅｔｈｅｒ等式
Ｘ（１）（Ｒｖａ

ｖ－Ｂ）＋（Ｒｖａ
ｖ－Ｂ）ξ０＋ＧＮ＝０ （７）

其中，ＧＮ＝ＧＮ（ｔ，ａ）为规范函数，而

Ｘ（１）＝ξ０

ｔ
＋ξμ


ａμ
＋（ξ

·

μ－ａ
μξ
·

０）

ａμ

（８）

则系统这种不变性为 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，由此直接导
出Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量
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ＩＮ＝Ｒμξμ－Ｂξ０＋ＧＮ＝ｃｏｎｓｔ． （９）
Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（７）可以等价地表示成

（
Ｒμ
ｔ
ａμ－Ｂ

ｔ
）ξ０＋（

Ｒｖ
ａμ
ａｖ－Ｂ
ａμ
）ξμ－

　Ｂξ
·

０＋Ｒμξ
·

μ＋ＧＮ＝０ （１０）
而判断系统Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的另一途径是下列

Ｋｉｌｌｉｎｇ方程有解

Ｂ
ｔξ０

＋Ｂ
ξ０
ｔ
＋Ｂ
ａμ
ξμ－Ｒμ

ξμ
ｔ
＝
ＧＮ
ｔ

Ｒμ
ξμ
ａｖ
＋
Ｒｖ
ａμ
ξμ＋
Ｒｖ
ｔξ０

－Ｂ
ξ０
ａｖ
＝－
ＧＮ
ａｖ

（１１）

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论将系统动力学特征
函数、变量对称变换和运动守恒量三者紧密联系起

来，对给定Ｂ和 Ｒμ的系统，利用（７）式（（１０）式），
或者利用方程（１１），确定对称变换后，再由（９）式
直接导出守恒量，即得到运动微分方程（１）的第一
积分．

２　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理的提法和解
法

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理问题的提法：
给定动力学特征函数 Ｂ（ｔ，ａ）和 Ｒμ（ｔ，ａ）的

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，已知系统第一积分为
Ｉ＝Ｉ（ｔ，ａ）＝ｃｏｎｓｔ． （１２）

导出系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，使上述第一积分 Ｉ为
该系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．

逆定理问题的一般解法：

令（１２）式中第一积分Ｉ为（９）中守恒量 ＩＮ，得
到方程

Ｉ（ｔ，ａ）＝Ｒμ（ｔ，ａ）ξμ－Ｂ（ｔ，ａ）ξ０＋ＧＮ （１３）

ξ０、ξμ和ＧＮ应当满足 Ｎｏｅｔｈｅｒ恒等式（７）（或
（１０）），或应为Ｋｉｌｌｉｎｇ方程（１１）的解．换句话说，求
解联立方程（１３）和（７）（或（１０），或者求解联立方
程（１３）和（１１），得到 ξ０、ξμ和 ＧＮ，即导出了给定
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统与已知第一积分相应的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称
性．

应当指出，方程（１３）和（７）（或（１０））都各是
一个方程，而待求的量 ξ０、ξμ和 ＧＮ是２ｎ＋２个，且
方程（７）（或（１０））中不出现已知的第一积分 Ｉ，因
此，实际求解联立方程（１３）和（７）（或（１０））时，往
往是在不定方程（１３）中引入补充假设以求得多组
解，然后再逐一代入（７）式（或（１０）式）中检验，满

足的为待求的解，不能满足的应当弃去．方程（１１）
虽然有２ｎ＋１个，但全部与Ｉ无关，因此，实际求解
方程（１３）和（１１）时，也是先解不定方程（１３），再将
得到的各组解代入方程（１１）检验．显然，这样的逆
定理问题的解法是繁琐的．

因此，应当在上述一般解法基础上研究制定出

特殊解法，其核心是以明确程序引进不定方程补充

假设，并使第一积分直接进入这些补充条件，以便

于逆定理问题的求解．下面导出几种特殊解法：
（ⅰ）将式（１２）两边对ｔ求微商，得

Ｉ
ｔ
＋Ｉ
ａｖ
ａｖ＝０ （１４）

将方程（１）两边同乘以（ξμ－ａ
μξ０），并对 μ求

和，再将结果与（１４）式相加，得

Ｉ
ｔ
＋Ｉ
ａｖ
ａｖ＋［（

Ｒｖ
ａμ
－
Ｒμ
ａｖ
）ａｖ－

　Ｂ
ａμ
－
Ｒμ
ｔ
］（ξμ－ａ

μξ０）＝０ （１５）

由于 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ张量 Ωμｖ的反对称性，故上式展

开后，含ａｖａμ的双重求和项必为零，再取ａｖ项的系

数和不含ａｖ项分别为零，得到

Ｉ
ａｖ
＋（
Ｒｖ
ａμ
－
Ｒμ
ａｖ
）ξμ＋

　（Ｂ
ａμ
＋
Ｒμ
ｔ
）ξ０＝０ （１６）

Ｉ
ｔ
－（Ｂ
ａμ
＋
Ｒμ
ｔ
）ξμ＝０ （１７）

两式提供了２ｎ＋１个补充方程，其中２ｎ个方
程彼此独立，将补充方程与方程（１３）联立求解可
以导出系统的对称变换．当系统为满足条件（３）的
规则系统时，（１６）式可以写成

ξμ＝Ω
μｖ［
Ｉ
ａｖ
＋（Ｂ
ａｖ
＋
Ｒｖ
ｔ
）ξ０］ （１８）

以上所得到的结果正是通常 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理［６］．

我们用另一种方法导出式（１６）和（１７），将
（１３）式两边对ａｖ求偏微商，并与方程（１１）后一组

联立，消去含ＧＮ项，即得（１６）式；其次，将（１３）式
两边对ｔ求偏微商，与方程（１１）前一式联立，消去
含ＧＮ项，即得式（１７）．上述利用 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程（１１）
得到式（１６）和（１７），说明了利用通常Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理导出对称变换时，得到的结果不再

１０１
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需要经过（７）式（或（１０）式）、或方程（１１）检验的
原因．

（ⅱ）由式（１６）和（１７），可以导出新的辅助方
程．用ξｖ乘（１６）式并对 ｖ求和，再次利用 Ωμｖ反对
称性，得到

Ｉ
ａｖ
ξｖ＋（

Ｂ
ａｖ
＋
Ｒｖ
ｔ
）ξ０ξｖ＝０ （１９）

将（１７）式代入上式，得

Ｉ
ａｖ
ξｖ＋
Ｉ
ｔξ０

＝０ （２０）

式（２０）可以作为一个补充条件．在特定情形下，可

以对变换生成元作出某种假定．例如，如果Ｉ
ｔ
＝０，

则可设

ξμ＝ωμｖ
Ｉ
ａｖ

（２１）

其中，ωμｖ为反对称张量，即

ωｖμ＝－ωμｖ （２２）

式（２０）成立，在实际求解时，ωμｖ可以适当选定．

３　例题

已知二阶Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为

Ｒ１＝
１
２ａ

２ｅλｔ，Ｒ２＝－
１
２ａ

１ｅλｔ，

Ｂ＝１２ｅ
λｔ［（ａ２）２＋λａ１ａ２］ （２３）

两个守恒量分别为

Ｉ＝ａ２ｅλｔ （２４）

Ｉ′＝ａ２＋λａ１ （２５）

导出分别与Ｉ和Ｉ′对应的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．
对Ｉ，以一般解法求解，此时（１３）式和（１０）式

分别写成

ａ２ｅλｔ＝１２ａ
２ｅλｔξ１－

１
２ａ

１ｅλｔξ２－

　　１２ｅ
λｔ［（ａ２）２＋λａ１ａ２］ξ０＋ＧＮ （２６）

｛
１
２λａ

２ｅλｔａ１－１２λａ
１ｅλｔａ２－１２λｅ

λｔ［（ａ２）２＋

　　λａ１ａ２］｝ξ０＋（－
１
２ｅ

λｔａ２－１２λａ
２ｅλｔ）ξ１＋

　　（１２ｅ
λｔａ１－ｅλｔａ２－

　　１２λａ
１ｅλｔ）ξ２－

１
２ｅ

λｔ［（ａ２）２＋

　　λａ１ａ２］ξ
·

０＋
１
２ａ

２ｅλｔξ
·

１－

　　１２ａ
１ｅλｔξ

·

２＋Ｇ
·

Ｎ＝０ （２７）

不定方程（２６）的解有任意多组，列出如下 ５
组：

ξ０＝０，　ξ１＝１，　ξ２＝０，　ＧＮ＝
１
２ａ

２ｅλｔ （２８）

ξ０＝０，　ξ１＝２，　ξ２＝０，　ＧＮ＝０ （２９）

ξ０＝－
１
ａ２
，　ξ１＝１，　ξ２＝λ，　ＧＮ＝０ （３０）

ξ０＝－
１
ａ２
，　ξ１＝０，　ξ２＝λ，　ＧＮ＝

１
２ａ

２ｅλｔ

（３１）

ξ０＝１，　ξ１＝１＋ａ
２，　ξ２＝－λａ

２，

ＧＮ＝
１
２ａ

２ｅλｔ （３２）

将上述５组解逐组代入式（２７）验算，解（２８）、
（３１）和（３２）满足，是待求的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，而解
（２９）和（３０）应弃去．容易验证，解（２８）、（３１）和
（３２），均满足补充方程（１６）、（１７）、（１８）和（２０），
换句话说，它们可以用特殊解法求得．

对Ｉ′，利用特殊解法求解，此时（１３）式和（１６）
（１７）分别写成

ａ２＋λａ１＝１２ａ
２ｅλｔξ′１－

１
２ａ

１ｅλｔξ′２－

　１２ｅ
λｔ［（ａ２）２＋λａ１ａ２］ξ′０＋Ｇ

′
Ｎ （３３）

λ＋ｅλｔξ′２＋λａ
２ｅλｔξ′０＝０ （３４）

１－ｅλｔξ′１＋ａ
２ｅλｔξ′０＝０ （３５）

－λａ２ｅλｔξ′１－ａ
２ｅλｔξ′２＝０ （３６）

（３４）、（３５）和（３６）式中只有两个方程彼此独立．解
（３３）、（３４）和（３５）式，导出对应的对称变换，例如

ξ′０＝０，ξ
′
１＝ｅ

－λｔ，　ξ′２＝－λｅλ
ｔ，

Ｇ′Ｎ＝
１
２（ａ

２＋λａ１） （３７）

ξ′０＝－
１
ａ２ｅλｔ
，　ξ′１＝ξ

′
２＝０，

Ｇ′Ｎ＝
１
２（ａ

２＋λａ１） （３８）

ξ′０＝
１
ａ２
（１－ｅ－λｔ），　ξ′１＝１，ξ

′
２＝－λ，

Ｇ′Ｎ＝
１
２（ａ

２＋λａ１） （３９）

等等．容易验证，上述解都满足补充条件式（２０）．

２０１
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由于
Ｉ′
ｔ
，故可以由（２１）式引入补充条件，解（３９）相

当于选取

ω１２＝－ω２１＝１ （４０）

因此有ξ′１＝１，ξ
′
２＝－λ．

４　结论

本文深入研究对给定的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，如何由
已知的第一积分（守恒量），导出对应的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称性问题，得到如下结论：

［１］解决由守恒量导出对称性的理论基础是
决定Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（７）［或 Ｋｉｌｌｉｎｇ
方程（１１）］，以及由对称性得到 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量的
表达式（９），因此，Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理的一般解法是求
解联立方程（１３）和（７）［或方程（１１）］，其解不是
唯一的．

［２］由守恒量导出对称性的特殊解法是在一
般解法基础上，规范引入若干辅助方程，以代替

Ｎｏｅｔｈｅｒ恒等式（７）［或 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程（１１）］，如
（１６）、（１７）、（１８）和（２０）式等，这些辅助方程将守
恒量与对称变换联系起来，以便于求解．

［３］将（１３）式与（１６）式联立求解，是通常
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理问题的解法，本文给出
了从Ｋｉｌｌｉｎｇ方程（１１）推导（１６）式和（１７）式的方
法，从而说明了通常Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理求出的对称性，
不再需要 Ｎｏｅｔｈｅｒ恒等式（或 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程）检验的
原因．
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