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经典非完整 ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束的性质

李广成１　陈雷明１　王东晓１　梅凤翔２

（１．郑州航空工业管理学院数理系，郑州　４５００１５）（２．北京理工大学力学系，北京　１０００８１）

摘要　研究了非完整约束ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例．证明了经典ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例对于非完整系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量

是稳定值．研究了该约束对于非完整力学 ＲｏｓｅｎＥｄｅｌｓｔｅｉｎ模型的解，证明了对于三个非完整力学模型 Ａｐ

ｐｅｌｌＨａｍｅｌ例具有相同解．利用非完整力学系统可归结为有条件的完整系统的理论，得出了经典 Ａｐｐｅｌｌ

Ｈａｍｅｌ例具有第二类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的形式．

关键词　ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，　ＲｏｓｅｎＥｄｅｌｓｔｅｉｎ模型，　第二类Ｌａｇｒａｎｇｅ形式

引言

在非完整力学系统中，已知的非线性非完整约

束的例子并不多，主要有 ＡｐｐｅｌｌＨｅｍｅｌｌ椅子轮，

Добронравов例，导向陀螺例，以及 Новосепов
例［１４］．ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例研究的是一个质点，它的速
度分量间有下述非线性关系
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ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例已为众多研究者采用，并奉为
经典．然而，１９６７年 Ｈｅǔмαрк和 Фуфаев指出，Ａｐ
ｐｅｌｌ机构在极限过程中发生微分方程组的降阶，使
蜕化系统的运动本质上不同于极限运动，因此他们

认为ＡｐｐｅｌｌＨｅｍｅｌ例不正确［４］．经典 ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ
约束究竟具有怎样的性质，是一个值得进一步研究

的问题．

１　ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束对非完整系统的Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ原理是稳定作用量

对于非完整系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，无论Ｈｌｄｅｒ
形式的还是Суспов形式的，一般来说都不是稳定
作用原理．对于Суспов形式的非完整系统的Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ原理，其成为稳定作用原理的充分必要条件
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系统是极个别的．
对于ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束（１），令ｑ１ｘ＝ｘ，ｑ２＝ｙ，

ｑ３＝ｚ，我们有

Ｌ＝Ｔ－Ｖ＝１２ｍ（ｑ
２
１＋ｑ

２
２＋ｑ

２
３）－ｍｇｐ３ （２）

约束方程为

ｑ３＝
ｂ
ａ ｑ

２
１＋ｑ槡

２
２ （３）

由带乘子的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程［７］，得出

ｍ̈ｑ１＝－λ
ｂ
ａ

ｑ１
ｑ２１＋ｑ槡

２
２

ｍ̈ｑ２＝－λ
ｂ
ａ

ｑ２
ｑ２１＋ｑ槡

２
２

ｍ̈ｑ３＝－ｍｇ＋λ （４）
由

ｑ̈１ｑ２－ｑ̈２ｑ１＝０ （５）
进一步得到

Ｌ
ｑ３
Ｔ３１＝ｍｑ３

ｂ
ａ
ｄ
ｄｔ（

ｑ１
ｑ２１＋ｑ槡

２
２

）

Ｌ
ｑ３
Ｔ３２＝ｍｑ３

ｂ
ａ
ｄ
ｄｔ（

ｑ２
ｑ２１＋ｑ槡

２
２

） （６）

将式（４）代入（６），得
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由式（７），我们得到非完整系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原
理对于ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例是稳定作用量原理．

结论１：　经典 ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例对于非完整系
统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理是稳定作用量．

２　三个非完整力学模型对于 ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ
例有相同的解
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对于非完整力学系统，有三个不同的模型：传

统非完整 Ｃｈｅｔａｅｖ模型、Ｖａｃｃｏ模型及新型 Ｒｏｓｅｎ
Ｅｄｅｌｓｔｅｉｎ模型［５，７，８］．其中传统非完整 Ｃｈｅｔａｅｖ模型
是得到较多支持的一个．一般说来，两个模型是不
等价的［７］．两个模型等价需要严苛的条件［９］．梅凤
翔先生用传统非完整力学模型和 Ｖａｃｃｏ模型研究
了ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例，发现对两个模型，ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ
例有相同的解［６］．

ＲｏｓｅｎＥｄｅｌｓｔｅｉｎ模型为
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是不同于Ｃｈｅｔａｅｖ模型、Ｖａｃｃｏ模型的新的模型．
本节我们用 ＲｏｓｅｎＥｄｅｌｓｔｅｉｎ模型求 Ａｐｐｅｌｌ

Ｈａｍｅｌ例的解．由式（１）和可得修正约束［５］
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这里常系数为方便起见取Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
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由（１１）并通过调整积分常数，最终得到
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式（１２）与文献［６］的结果相同．
结论２：　经典 ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束对于非完整

力学的三个模型有相同的解．

３　经典ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束可归结为有条件
的完整系统

专著［７］的研究表明某些非完整力学问题可
以归结为有条件的完整系统问题．

由传统非完整力学方程可以解出关于 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子λβ的代数方程
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方程（１３）可解出 λβ作位广义速度、广义坐标、时
间、质量及与约束有关的系数的函数．

对于ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ约束，我们有
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这里，同样为计算方便，令ｑ２３前的系数取为１．
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其中Ｋｓ为待定系数．将（１８）代入（１２），进一步计
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故广义Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
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由以上所述可知，经典ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例可以写成第
二类Ｌａｇｒａｎｇｅ形式．

综上所述：经典ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例是一个极为特
殊的非线性非完整约束，它的特殊性在于对非完整

系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量是稳定值，对三个非完整力
学模型有相同的解，并且可以写成第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程的形式．这些性质是其他非完整系统所不具备
的．

对于经典 ＡｐｐｅｌｌＨａｍｅｌ例为什么会有如此特
殊的性质，用古典的数学工具很难直观的解释．利
用微分几何或其它的数学工具，也许会有较为直观

的解释，这也是需要进行更深一步研究．
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