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悬臂板条结构动力学与振动控制分析

郭旺　胡超
（同济大学航空航天与力学学院，上海　２０００９２）

摘要　基于ＬａｇｒａｎｇｅＧｅｒｍａｉｎ弹性薄板理论，采用Ｈａｍｉｌｔｏｎ列式求解方法，研究了悬臂板动力学与振动控制

问题．确定了平板中纵横振动模式存在的色散关系，给出了问题的解析解．基于平板振动的构造解，对板条

结构的振动实施了主动控制．本文还做了数值仿真，并对结果进行了分析讨论．
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引 言

由于经典薄板理论的 ＬａｇｒａｎｇｅＧｅｒｍａｉｎ方程

简单，在工程结构分析中广泛应用．过去，对矩形平

板振动问题的求解多采用三角函数级数展开的方

法，至少有一组对边是简支边界条件．先是一组对

边“自动”满足边界条件，而后对另一组对边分析

计算来满足边界条件［１，２］．

对于在航天器中的典型结构，例如矩形悬臂板

动力学与振动控制问题［３］，其边界条件的特点是，

三个边自由，一个边是固定的，这样的平板振动问

题还是很难分析求解的．在平板振动力学分析中往

往在平板的两个正交方向分别采用梁函数近似逼

近来分析求解［２］．可见，与弹性力学一样，求解平板

振动问题过去也是采用半逆法求解．此种解法的局

限性在于难以分析复杂的边值问题，采用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

体系可求解一些经典方法不能解决的边值问

题［１，３］．条形板结构是航天工程、土木建筑工程中

经常采用的一种结构．Ｘｕ等对条形板结构中弹性

波导问题进行了分析研究［４］．

本文将基于弹性薄板理论，采用Ｈａｍｉｌｔｏｎ状态

空间求解方法，研究悬臂板条结构动力学与振动控

制问题．分析悬臂板条中振动模式存在的色散方

程，给出问题的一般解．板条结构的振动施加模态

控制，并在频域范围内通过频率响应图与 Ｅｕｌｅｒ

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的振动控制效果进行了比较．最后对结

果进行分析与讨论．

１　平板弹性波动的Ｈａｍｉｌｔｏｎ列式及其求解

根据ＬａｇｒａｎｇｅＧｅｒｍａｉｎ板理论，在直角坐标系
下板内弯矩、扭矩和剪力的表达式为

Ｍｘ＝－Ｄ（
２ｗ
ｘ２
＋ｖ

２ｗ
ｙ２
） （１ａ）

Ｍｙ＝－Ｄ（
２ｗ
ｙ２
＋ｖ

２ｗ
ｘ２
） （１ｂ）

Ｍｘｙ＝Ｍｙｘ＝－Ｄ（１－ｖ）
２ｗ
ｘｙ

（１ｃ）

Ｑｘ＝－Ｄ
２ｗ
ｘ

（１ｄ）

Ｑｙ＝－Ｄ
２ｗ
ｙ

（１ｅ）

式中，ｗ表示板的法向位移函数；Ｄ为平板的抗弯
刚度，Ｄ＝Ｅｈ３／１２（１－ｖ２）；ｈ为平板的厚度；Ｅ，ｖ分
别为材料的弹性模量和Ｐｏｉｓｓｏｎ比．

采用两类变量形式的广义变分原理，薄板弯曲

的Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ－Ｒｅｉｓｓｎｅｒ型混合能变分原理的泛函
为［５，６］

δΠ２ ＝δ｛∫
Ｄ

Γｄｙ＋∫
Ｓ

Ｂｄｓ｝＝０ （２）

其中，Ｂ为边界积分被积函数项，Γ为系统的混合
能密度，其表达式为

Γ＝－Ｍｘ
２ｗ
ｘ２
－２Ｍｘｙ

２ｗ
ｘｙ

－Ｍｙ
２ｗ
ｙ２
－

　 １
２Ｄ（１－ｖ）［Ｍ

２
ｘ＋Ｍ

２
ｙ＋２（１＋ｖ）Ｍ

２
ｘｙ－

　２ｖＭｘＭｙ］－
１
２ρｈω

２ｗ２ （３）
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为采用Ｈａｍｉｌｔｏｎ分析求解体系，将平板结构的
纵向ｘ坐标模拟为时间变量［７］．横向状态向量应满
足驻值条件，对式（２）变分 δΠ２／δＭｙ＝０，也可得出
Ｌａｇｒａｎｇｅ－Ｇｅｒｍａｉｎ板理论中的关系式

Ｍｙ＝－Ｄ（１－ｖ
２）
２ｗ
ｙ２
＋ｖＭｘ （４ａ）

Ｖｘ＝Ｑｘ＋
Ｍｘｙ
ｙ

（４ｂ）

这样，在状态空间中可设广义位移变量为［８，９］ｑ＝
（ｑ１，ｑ２）

Ｔ＝（ｗ，ｗ／ｘ）Ｔ＝（ｗ，φｘ）
Ｔ，则广义速度为

ｑ＝ｑ／ｘ＝（ｑ１，ｑ２）
Ｔ＝（ｗ，φｘ）

Ｔ．而在相空间中广

义位移与动量可分别取为 ｑ＝（ｑ１，ｑ２）
Ｔ，ｐ＝（ｐ１，

ｐ２）
Ｔ＝（Ｖｘ，Ｍｘ）

Ｔ．
将式（４）代入式（２）中，将原来的两类变量变

分原理改成Ｈａｍｉｌｔｉｏｎ型广义变分原理

δΠＨ２ ＝δ｛∫
Ｄ

ΓＨｄｙ＋∫
Ｓ

Ｂｄｓ｝＝０ （５）

其中

ΓＨ＝ｐＴｑ－Ｈ（ｑ，ｐ） （６）
而函数Ｈ（ｑ，ｐ）为 Ｌａｇｒａｎｇｅ－Ｇｅｒｍａｉｎ板弯曲问题
的Ｈａｍｉｌｔｏｎ能量密度函数为

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐ１ｑ２＋
１
２Ｄｐ

２
２－ｖｐ２

２ｑ１
ｙ２
－１２Ｄ（１－

　ｖ２）（
ｑ２
ｙ
）２－Ｄ（１－ｖ）（

ｑ２
ｙ
）２＋１２ρｈω

２ｑ２１（７）

这样，平板结构弯曲波动的Ｌａｇｒａｎｇｅ密度函数为

Ｌ（ｑ，̈ｑ）＝ｐＴｑ－Ｈ（ｑ，ｐ）＝１２Ｄ（
２ｑ１
ｙ２
）２＋

　１２Ｄｑ
２
２＋Ｄ（１－ｖ）（

ｑ２
ｙ
）２＋ｖＤ（

２ｑ１
ｙ２
）ｑ２－

　１２ρｈω
２ｑ２１ （８）

根据驻点方程δΠＨ２／δｑ＝０，δΠ
Ｈ
２／δｐ＝０，可得如下表

达式

ｑ１＝
Ｈ（ｑ，ｐ）
ｐ１

＝ｑ２ （９ａ）

ｑ２＝
Ｈ（ｑ，ｐ）
ｐ２

＝１Ｄｐ２－ｖ
２ｑ１
ｙ２

（９ｂ）

ｐ１＝－
Ｈ（ｑ，ｐ）
ｑ１

＝Ｄ（１－ｖ２）
４ｑ１
ｙ４
＋

　ｖ
２ｐ２
ｙ２
－ρｈω２ｑ１ （９ｃ）

ｐ２＝－
Ｈ（ｑ，ｐ）
ｑ２

＝－２Ｄ（１－ｖ２）
２ｑ２
ｙ２
－ｐ１ （９ｄ）

根据方程（９），在相空间中可得平板弯曲波动
的方程［１］

ｖ＝Ｈｖ＝μｖ （１０）
式中，ｖ为动力系统的状态向量，ｖ＝［ｑＴ，ｐＴ］Ｔ；Ｈ为
４×４阶的Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子矩阵，其形式为

Ｈ＝

０ １ ０ ０

－ｖ
２

ｙ２
０ ０ １／Ｄ

Ｄ（１－ｖ２）４

ｙ４－ρｈω２
０ ０ ｖ２

ｙ２

０ ２Ｄ（１－ｖ）２

ｙ２






















１ ０

基于Ｍａｔｌａｂ软件平台，可得板条横向本征值λ
与纵向本征值μ的关系为

（μ２＋λ２）２－ｋ４＝（μ２＋λ２＋ｋ２）（μ２＋λ２－ｋ２）＝０
（１１）

式中，ｋ是自由空间下平板中弹性波传播波数，ｋ＝
（ρｈω２／Ｄ）１／４．λｉ（ｉ＝１，２）为结构振动横向本征值，

λ２１，２＝±ｋ
２－μ２．

把结构振动的 ｘ方向“假想”为时间演化方
向，其运动的状态方程可描述为

ｄ
ｄｘ

ｗ

φｘ
Ｖｘ
Ｍ













ｘ

＝Ｈ

ｗ

φｘ
Ｖｘ
Ｍ













ｘ

（１２）

式中，Ｈ（ｘ）＝ｅＨｘ为状态转移矩阵．结构中广义位移
和广义动量的转移关系式为

［ｗ（ｘ）φｘ（ｘ）Ｖｘ（ｘ）Ｍｘ（ｘ）］
Ｔ＝

　Ｈ（ｘ）［ｗ（０）φｘ（０）Ｖｘ（０）Ｍｘ（０）］
Ｔ （１３）

研究悬臂板结构动力学与振动控制问题．板条
两侧的边界条件为

Ｍｙ＝－Ｄ（１－ｖ
２）
２ｑ１
ｙ２
－ｖｐ２＝０，

Ｖｙ＝－Ｄ（１－ｖ
２）２
３ｑ１
ｙ３
－（２－ｖ）

ｐ２
ｙ
＝０ （１４）

考虑对应于沿纵向传播的振动模式，板弯曲振

动问题的本征向量解的位移分量可描述为

ｗ＝ｅｘｐ（μｘ）［Ａ１ｃｏｓｈ（λ１ｙ）＋Ａ２ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］（１５）
式中，Ａｉ（ｉ＝１，２）是振动位移模式系数．

设平板的长度和宽度分别为ａ和２ｂ，状态向量
ｖ＝［ｑＴ，ｐＴ］满足板条两侧自由边界条件（１４）后，可
得平板结构纵向本征值应满足的如下色散方程［７］

１８
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［（１－ｖ）μ２＋ｋ２］２λ１ｔａｎｈ（λ１ｂ）－［（１－ｖ）μ
２－

　ｋ２］２λ２ｔａｎｈ（λ２ｂ）＝０ （１６）
将式（１１）与式（１６）联立，可确定平板结构纵向本

征值与弹性波入射波数的关系，即μ＝μ（ｋ）．
平板振动的状态向量，ｖ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ（μｘ）Φ

（ｙ），则横向本征向量函数可描述为

　　Φ（ｙ）＝

ｗ

ｗ
ｘ
Ｖｘ
Ｍ
























ｘ

＝

　　　　　　ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）

　　　　　μ［ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］

－Ｄμ｛［μ２＋（２－ｖ）λ２１］ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－σ１［μ
２＋（２－ｖ）λ２２］ｃｏｓｈ（λ２ｙ）｝

　　Ｄ［（μ２＋ｖλ２１）ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－σ１（μ
２＋ｖλ２２）ｃｏｓｈ（λ２ｙ

























）］

（１７）

其中，σ１＝
（λ２１＋ｖμ

２）ｃｏｓ（λ１ｂ）
（λ２２＋ｖμ

２）ｃｏｓ（λ２ｂ）
．

为满足板条ｘ方向两端的边界条件，板弯曲振
动问题的本征向量解的位移分量可描述为

ｗ＝［Ｄ１ｅｘｐ（μｘ）＋Ｄ２ｅｘｐ（－μｘ）］［ｃｏｓｈ（λ１ｙ）

－σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］＋［Ｄ３ｅｘｐ（μｘ）＋Ｄ４ｅｘｐ（－μｘ）］

［ｃｏｓ（λ２ｙ）－σ２ｃｏｓ（λ１ｙ）］ （１８）

式中，σ２＝
（λ２２＋ｖμ

２）ｃｏｓ（λ２ｂ）
（λ２１－ｖμ

２）ｃｏｓ（λ１ｂ）
；Ｄｎ（ｎ＝１，２，３，４）

是模式系数．

考虑到 Ｅｕｌｅｒ公式
ｅ±ｉｋｘ＝ｃｏｓ（ｋｘ）±ｉｓｉｎ（ｋｘ）

ｅ±ｋｘ＝ｃｏｓｈ（ｋｘ）±ｓｉｎｈ（ｋｘ}），
（１８）式可进一步描述为

ｗ＝［Ｂ１ｃｏｓｈ（μｘ）＋Ｂ２ｓｉｎｈ（μｘ）］［ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－

σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］＋［Ｂ３ｃｏｓ（μｘ）＋Ｂ４ｓｉｎ（μｘ）］［ｃｏｓ

（λ２ｙ）－σ２ｃｏｓ（λ１ｙ）］ （１９）

式中Ｂｎ（ｎ＝１，２，３，４）是模式系数．

１．１　纵向非零本征解的确定
通过分析研究可知：１、平板结构中不存在横向

零本征值而纵向不为零的振动模式；２、平板结构中
存在着纵向本征值为零而横向本征值不为零的振

动模式．此时，振动的色散方程为
ｔａｎｈ（ｋｂ）＋ｔａｎ（ｋｂ）＝０ （２０）

而平板振动的状态向量为，ｖ（ｘ，ｙ）＝Φ（ｙ），横向本
征向量函数为

Φ（ｙ）＝

ｗ

φ
Ｖｘ
Ｍ




















ｘ

＝

ｃｏｓｈ（ｋｙ）＋ｃｏｓｈ（ｋｂ）ｃｏｓ（ｋｂ）ｃｏｓ（ｋｂ）

　　　　　０
　　　　　０

Ｄｖｋ２［ｃｏｓｈ（ｋｙ）ｃｏｓｈ（ｋｂ）ｃｏｓ（ｋｂ）ｃｏｓ（ｋｙ























）］

（２１）

悬臂板的边界条件是，两端分别给定广义位移

和广义动量，平板振动的变分式为

∫
ｂ

－ｂ
［（δｐＴ）（ｑ－ｐ）］ｘ＝０ｄｙ＋∫

ｂ

－ｂ
［（δｐＴ）（ｐ－ｑ）］

ｘ＝ａ
ｄｙ＝０

（２２）
式中，状态变量上面的符号“－”表示端部给定的
广义位移或广义动量．

由于广义位移和动量变分的任意性，结合

（１９）将广义位移和广义动量，即状态向量 ｖ＝［ｑＴ，

ｐＴ］代入式（２２）中，可得到如下代数方程

Ｂ１＋Ｂ３α＝０ （２３ａ）

Ｂ２＋Ｂ４α＝０ （２３ｂ）
Ｂ１ｃｏｓｈ（μａ）＋Ｂ２ｓｉｎｈ（μａ）－Ｂ３ｃｏｓ（μａ）－

Ｂ４βｓｉｎ（μａ）＝０ （２３ｃ）

Ｂ１ｓｉｎｈ（μａ）＋Ｂ２ｃｏｓｈ（μａ）＋Ｂ３γｓｉｎ（μａ）－

Ｂ４γｃｏｓ（μａ）＝０ （２３ｄ）
其中，

σ３＝
μ２＋（２－ｖ）λ２２
μ２＋（２－ｖ）λ２１

；　σ４＝
μ２＋ｖλ２２
μ２＋ｖλ２１

；

α＝

１
λ２
ｓｉｎ（λ２ｂ）－σ２

１
λ１
ｓｉｎ（λ１ｂ）

１
λ１
ｓｉｎｈ（λ１ｂ）－σ１

１
λ２
ｓｉｎｈ（λ２ｂ）

；

β＝
σ４
１
λ２
ｓｉｎ（λ２ｂ）－σ２

１
λ１
ｓｉｎ（λ１ｂ）

１
λ１
ｓｉｎｈ（λ１ｂ）－σ１σ２

１
λ２
ｓｉｎｈ（λ２ｂ）

；

γ＝
σ３
１
λ２
ｓｉｎ（λ２ｂ）－σ２

１
λ１
ｓｉｎ（λ１ｂ）

１
λ１
ｓｉｎｈ（λ１ｂ）－σ３σ１

１
λ２
ｓｉｎｈ（λ２ｂ）

．

根据式（２３）可以得到下式

α２＋βγ＋α（β＋γ）ｃｏｓ（μａ）ｃｏｓｈ（μａ）－
　α（β－γ）ｓｉｎ（μａ）ｓｉｎｈ（μａ）＝０ （２４）

联立式（１１），（１６）和（２４），可得到平板结构中振动
模式的波数，即可以确定悬臂板振动的固有频率．

此时，悬臂板弯曲振动问题的本征向量解的位

移分量可描述为

２８
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ｗ＝Ｂ｛σ５｛αｃｏｓｈ（μｘ）［ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－
　σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］－ｃｏｓ（μｘ）［ｃｏｓ（λ２ｙ）－
　σ２ｃｏｓ（λ１ｙ）］｝＋｛［αｓｉｎｈ（μｘ）［ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－
　σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］－ｓｉｎ（μｘ）［ｃｏｓ（λ２ｙ）－
　σ２ｃｏｓ（λ１ｙ）］｝｝ （２５）

式中，σ５＝－
αｓｉｎｈ（μａ）＋βｓｉｎ（μｂ）
αｃｏｓｈ（μａ）＋βｃｏｓ（μｂ）

；Ｂ是平板振动

模式系数．
为满足振动的初值条件，悬臂板结构的振动模

态解的可描述为

ｗ＝ｑ（ｔ）｛α［σ５ｃｏｓｈ（μｘ）＋ｓｉｎｈ（μｘ）］×
　［ｃｏｓｈ（λ１ｙ）－σ１ｃｏｓｈ（λ２ｙ）］－
　［σ５ｃｏｓ（μｘ）＋ｓｉｎ（μｘ）］［ｃｏｓ（λ２ｙ）－
　σ１ｃｏｓ（λ１ｙ）］｝ （２６）

式中，ｑ（ｔ）是平板振动的时间因子．

１．２　悬臂板的模态坐标方程

根据（２６）式平板振动的位移解，将位移表示
为有限个振动模态的和

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）ｑｉｊ（ｔ） （２７）

其中，Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）为矢量模态函数，ｑｉｊ（ｔ）为模态坐
标，ｍ，ｎ为模态截断数．

将（２７）式代入薄板的振动微分方程

２２ｗ＋ρｈＤ
２ｗ
ｔ２
＝珋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）Ｄ （２８）

于是得到如下方程式

∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
４Ｗｉｊｑｉｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

ρｈ
ＤＷｉｊ

２ｑｉｊ
ｔ２
＝珋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）Ｄ

（２９）
式中，２＝２／ｘ２＋２／ｙ是 Ｌａｐｌａｃｅ算子；ρ为单
位面积板的质量；珋ｑ为悬臂板所受外部载荷．而 Ｗｉｊ
（ｘ，ｙ）应满足如下方程

４Ｗｉｊ－ω
２
ｉｊ
ρｈ
ＤＷｉｊ＝０ （３０）

式中，ωｉｊ为平板的固有频率．
将（３０）式代入（２９）式中，将两端乘Ｗｒｓ（ｘ，ｙ），

并且利用结构振动模态振型函数的正交性

１
ｍｉｊΩＷｉｊ（ｘ，ｙ）Ｗｒｓｄｘｄｙ＝
　
０　ｉ≠ｒ或ｊ≠ｓ
１　ｉ＝ｒ且{ ｊ＝ｓ

（３１）

最终可以得出

２ｑｉｊ（ｔ）
ｔ２

＋ω２ｉｊｑｉｊ（ｔ）＝ｐｉｊ（ｔ），

（ｉ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （３２）

其中，外部扰动力 ｐｉｊ（ｔ）＝
１
ｍｉｊΩ珋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）Ｗｉｊ（ｘ，

ｙ）ｄｘｄｙ，式（３２）为板的模态坐标方程．

２　悬臂板振动的独立模态控制

独立模态控制的本质就是通过状态反馈来实

现振动系统的极点重新配置，因此先建立系统的状

态空间描述．设模态控制力 ｕｉｊ（ｔ）＝
１
ｍｉｊΩＵ（ｘ，ｙ，

ｔ）Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，对于振动系统

ｑ̈ｉｊ（ｔ）＋ω
２
ｉｊｑｉｊ（ｔ）＝ｆｉｊ（ｔ）＋ｕｉｊ（ｔ）

　（ｉ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （３３）
考虑对平板前ｒ阶振动模态进行控制，引入状

态向量 Ｘ（ｔ）＝［ＸＣ（ｔ）ＸＲ（ｔ）］，其中 ＸＣ＝［ｑ
Ｔ

（ｔ），ｑＴ（ｔ）］Ｔ２ｒ×１，则系统受控部分状态方程形式为

Ｘ·Ｃ（ｔ）＝ＡＣＸＣ（ｔ）＋ＢＣｕ（ｔ）＋ＤＣｆＣ（ｔ） （３４）
其中

ＡＣ＝
０ Ｉ

－ω２[ ]０２ｒ×２ｒ

；ＢＣ＝ＤＣ＝
０[ ]Ｉ２ｒ×ｒ

；

ω２＝ｄｉａｇ［ω２ｉｊ］ｒ×ｒ； （３５）
式中，０和Ｉ分别为零阵和单位阵，ｕ（ｔ）和 ｆＣ（ｔ）分
别表示模态控制力和模态扰动力．可控性矩阵ｒａｎｋ
（［Ｂ　ＡＢ］）＝２ｒ，由线性系统理论知系统状态完全
可控，可以实现极点的任意配置．引入状态反馈，取
模态控制力ｕ（ｔ）为：

ｕ（ｔ）＝－ＧＸＣ（ｔ）＝－［ｇ　ｈ］[ ]ｑｑ （３６）

式中，ｇ，ｈ分别为模态控制的广义位移增益和广义
速度增益矩阵．通过调节反馈增益Ｇ可以改变原振
动系统特征结构，并且可以有效地提高系统的模态

阻尼和刚度［１０］．

３　数值算例

采用独立模态控制，分析研究了板条结构施加

模态控制前后的动响应．取特征长度为板的宽度
ｂ，采用如下无量纲量：Ｐｏｉｓｓｏｎ比 ｖ＝０．３０；ａ／ｂ＝
１５；珚ωｉｊ＝ωｉｊ／ω１１．表１给出了悬臂板的前１０阶无量
纲固有频率．

３８
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表１　悬臂板的前１０阶无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｆｉｒｓｔ１０ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

ＭｏｄｅＯｒｄｅｒ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０
ＮａｔｕｒａｌＦｒｅｑｕｅｎｃｙ １．００ ６．２８ １７．５８ ３４．４４ ３７．７８ ５６．９４ ８５．０６ ９９．９４ １１８．８１ １５５．１０

　　图１与图３分别描述了施加模态控制前后板
条结构的频率响应，图１控制了前４阶模态，图３
中控制了前６阶模态．外部扰动位置为（ｘｄ，ｙｄ）＝
（０．１５ａ，０ｂ），测量动响应位置为（ｘｓ，ｙｓ）＝（０．８０ａ，
０ｂ），施加了 ４个模态控制力，其作用位置分别为
（ｘｍ１，ｙｍ１）＝（０．２０ａ，０ｂ）、（ｘｍ２，ｙｍ２）＝（０．５０ａ，
０ｂ）、（ｘｍ３，ｙｍ３）＝（０．７５ａ，０ｂ）和（ｘｍ４，ｙｍ４）＝（１．
００ａ，０ｂ）．

图１　模态控制前后板条结构的频率响应

Ｆｉｇ．１　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

图２　模态控制前后Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的频率响应

Ｆｉｇ．２　ＦｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅＥｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

图２与图４分别描述了施加模态控制前后Ｅｕ

ｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的频率响应，图２控制了前４阶模

态，图４中控制了前６阶模态．外部扰动位置为 ｘｄ
＝０．１５ｌ，测量动响应位置为ｘｓ＝０．８０ｌ，模态控制位

置分别为ｘｍ１＝０．２０ｌ、ｘｍ２＝０．５０ｌ、ｘｍ３＝０．７５和 ｘｍ４
＝１．００ｌ，ｌ为梁长．

图３　模态控制前后板条结构的频率响应

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

图４　模态控制前后Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的频率响应

Ｆｉｇ．４　ＦｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅＥｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

图５　模态控制前后板条结构的频率响应

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

从图１到图４可以看出，独立模态控制对结构
振动低阶模态的优良控制效果，并具有很好的独立

性．受控模态与未受控模态之间几乎没有影响，因

４８
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此未受控模态的急剧响应依然存在［９］．
图５和图６描述了施加模态控制前后板条结

构的频率响应，图５中是控制前４阶模态，图６中
是控制前６阶模态．外扰位置为（ｘｄ，ｙｄ）＝（０．１５ａ，
０．５０ｂ），测量动响应位置为（ｘｓ，ｙｓ）＝（０．８０ａ，０．
５０ｂ），而模态控制力的作用位置分别为（ｘｍ１，ｙｍ１）
＝（０．２０ａ，０．５０ｂ）、（ｘｍ２，ｙｍ２）＝（０．５０ａ，０．５０ｂ）、
（ｘｍ３，ｙｍ３）＝（０．７５ａ，０，５０ｂ）和（ｘｍ４，ｙｍ４）＝（１．００ａ，
０．５０ｂ）．

图６　模态控制前后板条结构的频率响应

Ｆｉｇ．６　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ

４　分析与讨论

在实施极点配置的振动控制策略中，获得未实

施控制时系统动力学方程的一般解是进行振动控

制设计的基础．过去，为实现对悬臂结构的动力学
控制，多采用弹性梁模型，而不采用平板模型，其根

本原因在于难以获得悬臂板振动问题的一般解．与
平板动力学的经典解法即半逆解法不同，本文基于

Ｈａｍｉｌｔｏｎ列式将平板纵向坐标模拟为时间，分析研
究了悬臂板结构的振动问题．确定了平板结构中纵
横两方向各振动模式的色散关系，给出了平板动力

学问题的一般解．
根据文中获得的悬臂板振动问题的解析解，可

实现对悬臂板振动的独立模态控制设计．独立模态
控制对结构振动有优良的控制效果，并具有很好的

独立性．数值仿真结果表明：当考虑结构的横向尺
寸的有限性（采用板模型而不是梁模型），即采用

基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系得到的平板振动的解析解进行
振动控制设计时，其振动控制效果考虑了空间参数

的分布性．
本文给出的平板振动的一般解及其振动控制

方法可望能在航天器结构、土木建筑结构的动力学

分析与振动控制设计中得到应用．
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８　鲍亦兴，毛昭宙著，刘殿魁，苏先樾译．弹性波的衍射

与动应力．北京∶科学出版社，１９９３（ＢａｏＹＨ，ＭａｏＣ

Ｃｅｄ，ＬｉｕＤＫ，ＳｕＸＹＴｒａｎｓ．Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｏｆｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｓ

ａｎｄｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ∶ Ｓｃｉｅｎｃｅ

Ｐｒｅｓｓ，１９９３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　ＨｕＣ，ＣｈｅｎＴ，ＨａｎＧ，ＨｕａｎｇＷＨ．Ｆｌｅｘｕｒａｌｗａｖｅｐｒｏｐａ

ｇａｔｉｏｎａｎｄｌｏｃａｌｉｚｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｎｎａｒｒｏｗＭｉｎｄｌｉｎ＇ｓｐｌａｔｅ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００７，３０６（３－５）∶３８９

～３９９

１０　胡 超，陈 涛，黄文虎．基于行波与模态的混合方法对

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁进行振动主动控制．航空学报，２００７，２８

（２）∶３０１～３０８（ＨｕＣ，ＣｈｅｎＴ，ＨｕａｎｇＷＨ．Ａｃｔｉｖｅｖｉ

５８
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ｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｏｆＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｂａｓｅｄｏｎｈｙｂｒｉｄｗａｖｅ／

ｍｏｄｅｍｅｔｈｏｄ．ＡｃｔａＡｅｒｏｎａｕｔｉｃａＥｔＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，

２００７，２８（２）∶３０１～３０８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２９Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２００９，ｒｅｖｉｓｅｄ６Ｎｏｖｅｍｂｅｒ２００９．

ＤＹＮＡＭＩＣＳＯＦＣＡＮＴＩＬＥＶＥＲＰＬＡＴＥＳＡＮＤ
ＩＴＳＶＩＢＲＡＴＩＯＮＣＯＮＴＲＯＬ

ＧｕｏＷａｎｇ　ＨｕＣｈａｏ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＴｏｎｇｊｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２０００９２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　ＡｐｐｌｙｉｎｇＬａｇｒａｎｇｅＧｅｒｍａｉｎ’ｓｔｈｅｏｒｙｏｆｅｌａｓｔｉｃｔｈｉｎｐｌａｔｅｓａｎｄＨａｍｉｌｔｏｎｆｏｒｍｕｌｉｓｍｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｄｙ
ｎａｍｉｃｓｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅｓａｎｄｉｔｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍ，ａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｗａｓｇｉｖｅｎ．Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅ
ｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｍｏｄｅｏｆｓｔｒｉｐｐｌａｔｅｓｗｅｒｅｄｅｄｕｃｅｄｆｒｏｍｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｅｘｐａｎｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｍｏｄｅｃｏｎ
ｔｒｏｌｗａｓａｐｐｌｉｅｄｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｏｆｔｈｅｓｔｒｉｐｐｌａｔｅｓ，ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｗａｓｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅ
ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍ．Ａｔｌａｓｔ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｗｅｒｅａｎａｌｙｚｅｄａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ，　Ｈａｍｉｌｔｏｎｆｏｒｍｕｌｉｓｍ，　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ，　ｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅａｎｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅ
ｃｏｎｔｒｏｌ
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