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２００９５１６收到第１稿，２００９０８１９收到修改稿．
湖南“十一五”重点建设学科（湘教通［２００６］１８０号）、湖南省科技计划项目（２００８ＦＪ３０６７）资助

碳纤维缆索悬索桥竖向非线性自由振动研究

吴晓　杨立军　孙晋
（湖南文理学院土木建筑工程系，常德　４１５０００）

摘要　在把碳纤维缆索悬索桥与钢缆索悬索桥比较的基础上，研究了悬索桥的竖向非线性自振问题，利用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ原理及ＬＰ法求出了悬索桥竖向非线性自振的近似解，讨论分析了温度、振幅等因素对悬索桥竖向

非线性自振的影响．得到了温度升高使悬索桥非线性自振频率降低，且对钢缆索悬索桥振动时程曲线影响

较大，而温度变化对碳纤维缆索悬索桥振动时程曲线几乎无影响，振幅增大将使悬索桥非线性自振频率增

大的结论．
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引 言

随着科学技术的发展，工程材料的更新，结构

计算理论、设计方法及施工技术的进步，抗风抗震

研究的深入，悬索桥跨径不断增大，悬索桥正朝着

更大跨径、更大承载力、更高动力稳定性和更好耐

久性等方面发展．钢缆索悬索桥的一个致命弱点是
耐腐蚀性差，因此在悬索桥主缆架设时需要经过繁

锁的防腐涂装工序，成桥营运后还需要进行贯穿始

终的日常维护，如日本明石峡大桥主缆采用除湿机

对主缆进行维护，保持较低的湿度来防止主缆锈

蚀［１］；同时主缆因腐蚀严重而进行更换极其困难，

必须拆除加劲梁等上部结构，施工难度较大［２］．新
兴的碳纤维复合材料因具有轻质高强、耐腐蚀等诸

多优于钢材的性能，斜拉桥的拉索现已开始采用碳

纤维复合材料拉索替代钢缆拉索［３、４］．由于碳纤维
复合材料可望从根本解决传统钢缆索悬索桥发展

中遇到的一些问题，因此可以预见碳纤维复合材料

缆索将会取代悬索桥的钢缆索［５］．文献［６１２］研究
了钢缆索悬索桥的振动问题，但是文献［６７］在研
究悬索桥竖向自振时忽略了非线性项对自振的影

响；文献［１３１５］研究了碳纤维缆索悬索桥的抗风
性能．由于悬索桥固有振动特性的研究是悬索桥抗
风、抗震及车辆活载所致振动效应的研究基

础［１６１７］，因此本文在把碳纤维缆索悬索桥与钢缆索

悬索桥比较的基础上，研究了悬索桥的竖向非线性

自振问题．

１　悬索桥非线性自振近似解

文献［６７］研究了钢缆悬索桥的竖向自振．但
文献［６７］都把钢缆索悬索桥的竖向非线性自振问
题按竖向线性振动来研究．本文以图１所示悬索桥
为例研究其竖向非线性自由振动，现作如下基本假

定［６］：（１）在恒载作用下加劲梁呈水平；（４）在恒载
作用下主索呈抛物线型曲线；（３）吊杆为刚性；（４）
吊杆的间隔与桥梁跨度相比是微小的，因此吊杆力

可视为连续分布的．

图１　悬索桥坐标图
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参阅文献［１］可知图１所示悬索桥在均匀温
度场中的振动控制方程为
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式中，Ｈｑ＝
ｑｌ
８ｆ，ｑ为恒载，ｆ为缆索垂度，Ｅ、Ｅ１为加

劲梁、缆索的弹性模量，Ｉ为加劲梁的惯性矩，Ａ为
缆索的横截面积，ｍ为加劲梁单位长度的质量，Ｈｐ、

Ｈｑ分别为由活载、恒载引起的缆索张力水平分量，

ｙ（ｘ，ｔ）为加劲梁的横振位移，αｓ为悬索的热膨胀系
数，Δｔ为温度增量．

设加劲梁的横振位移为
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设式（４）的初始条件为
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把式（６）的各阶摄动项表示为待定的傅立叶
级数
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为了使式（１１）满足式（５），需补充约束条件
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把Ｔ０（τ），Ｔ１（τ）的级数表达式代入式（８）有

关分式中，利用式（１２）且参阅文献［１６］即可求得
悬索桥竖向非线性自振的系统频率和时间响应函

数分别为
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　Ｆ
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当悬索桥竖向非线性自振的振型函数确定后，

把式（１３）、式（１４）代入式（３）中即可得到悬索桥竖
向非线性自振的横振位移表达式．

２　算例分析

为了讨论分析碳纤维缆索悬索桥竖向非线性

自振的特性，以便把碳纤维缆索悬索桥与钢缆索悬

索桥进行比较研究，本文在某国外钢缆索悬索桥基

础上，按照等轴向刚度、等强度等准则构造了三座

碳纤维缆索悬索桥．悬索桥的构造参数见表１，悬
索桥跨度ｌ＝４５２ｍ，缆索垂度 ｆ＝４６ｍ，仅以碳纤维
缆索替换钢缆索，悬索桥其他结构皆不变．表１中
１＃缆索为钢缆索，２＃缆索为与１＃缆索等截面的碳
纤维缆索，３＃缆索为按照等轴向刚度准则构造的碳

纤维缆索，４＃缆索为按照等强度准则构造的碳纤维
缆索．

表１　构件的材料和截面特性

Ｔａｂｌｅ１　Ｍａｔｅｒｉａｌｓａｎｄｓｅｃｔｉｏｎａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ Ｅ／Ｎｍ－２ Ａ／ｍ２ Ｉ／ｍ４ ｍ／ｋｇｍ－１ｑ／ｋｇｍ－１ α／℃－１

ｓｔｉｆｆｅｎｉｎｇ ３．６５×１０１０ ５．３５５７ ３３６７０
ｇｉｒｄｅｒ

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．１）２×１０１１ ０．１９４６ ３７７６０２．３２×１０－５

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．２）１．４７×１０１１ ０．１９４６ ３７７６００．６８×１０－６

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．３）１．４７×１０１１ ０．２６４８ ３７７６００．６８×１０－６

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．４）１．４７×１０１１ ０．０９８ ３７７６００．６８×１０－６

分别设悬索桥竖向非线性自振的振型函数为

（对称振动）和（反对称振动），利用以上有关各式

和有关参数可以得到悬索桥竖向非线性自振的系

统频率和时程曲线，如表２—表４和图２—图７所
示．

表２　悬索桥竖向对称振动线性系统频率（单位：Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｌｉｎｅａｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈｖｅｒｔｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ：Ｈｚ）
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ｃａｂｌｅ（ＮＯ．２） ０．５７５５ ０．５７５４ ０．５７５３ ０．５７５２ ０．５７５０ ０．５７４９ ０．５７４８ ０．５７４７ ０．５７４６
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．３） ０．５８２８ ０．５８２６ ０．５８２５ ０．５８２３ ０．５８２１ ０．５８２０ ０．５８１８ ０．５８１６ ０．５８１５
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．４） ０．５６５４ ０．５６５３ ０．５６５３ ０．５６５２ ０．５６５１ ０．５６５１ ０．５６５０ ０．５６５０ ０．５６４９

ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃａｂｌｅ（ＮＯ．１） ０．７１４７ ０．６９６３ ０．６７７５ ０．６５８１ ０．６３８１ ０．６１７５ ０．５９６２ ０．５７４１ ０．５５１１
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．２） ０．７１４７ ０．７１４３ ０．７１３９ ０．７１３５ ０．７１３１ ０．７１２７ ０．７１２３ ０．７１１９ ０．７１１５
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．３） ０．７１４７ ０．７１４１ ０．７１３６ ０．７１３１ ０．７１２６ ０．７１２０ ０．７１１５ ０．７１１０ ０．７１０４
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．４） ０．７１４７ ０．７１４５ ０．７１４３ ０．７１４１ ０．７１３９ ０．７１３７ ０．７１３５ ０．７１３３ ０．７１３１

表３　悬索桥竖向对称振动非线性系统频率（单位：Ｈｚ）
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ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａ／ｍ
ΔＴ／℃

０ ５ １０ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．１） ０．０１ ０．５８２７７９０．５７８８１１０．５７４９０７０．５７１０７６０．５６７３２６０．５６３６６６０．５６０１０８０．５５６６６４０．５５３３４５

０．０２ ０．５８２７７９０．５７８８１１０．５７４９０６０．５７１０７４０．５６７３２４０．５６３６６４０．５６０１０６０．５５６６６００．５５３３４１
０．０３ ０．５８２７７９０．５７８８１００．５７４９０６０．５７１０７３０．５６７３２２０．５６３６６２０．５６０１０３０．５５６６５７０．５５３３３７
０．０４ ０．５８２７８００．５７８８１００．５７４９０５０．５７１０７２０．５６７３２１０．５６３６６００．５６０１０００．５５６６５４０．５５３３３４

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．２） ０．０１ ０．５７５５２８０．５７５４３３０．５７５３３７０．５７５２４２０．５７５１４６０．５７５０５１０．５７４９５５０．５７４８６００．５７４７６４
０．０２ ０．５７５５２８０．５７５４３３０．５７５３３７０．５７５２４２０．５７５１４６０．５７５０５１０．５７４９５５０．５７４８６００．５７４７６４
０．０３ ０．５７５５２８０．５７５４３３０．５７５３３７０．５７５２４２０．５７５１４６０．５７５０５１０．５７４９５５０．５７４８６００．５７４７６４
０．０４ ０．５７５５２８０．５７５４３３０．５７５３３７０．５７５２４２０．５７５１４６０．５７５０５１０．５７４９５５０．５７４８６００．５７４７６４

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．３） ０．０１ ０．５８２７８３０．５８２６６６０．５８２５４９０．５８２４３２０．５８２３１５０．５８２１９８０．５８２０８１０．５８１９６４０．５８１８４７
０．０２ ０．５８２７８３０．５８２６６６０．５８２５４９０．５８２４３２０．５８２３１５０．５８２１９８０．５８２０８１０．５８１９６４０．５８１８４７
０．０３ ０．５８２７８３０．５８２６６６０．５８２５４９０．５８２４３２０．５８２３１５０．５８２１９８０．５８２０８１０．５８１９６４０．５８１８４７
０．０４ ０．５８２７８４０．５８２６６６０．５８２５４９０．５８２４３２０．５８２３１５０．５８２１９８０．５８２０８１０．５８１９６４０．５８１８４７

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．４） ０．０１ ０．５６５３９３０．５６５３３７０．５６５２８２０．５６５２２７０．５６５１７２０．５６５１１６０．５６５０６１０．５６５００６０．５６４９５１
０．０２ ０．５６５３９３０．５６５３３７０．５６５２８２０．５６５２２７０．５６５１７２０．５６５１１６０．５６５０６１０．５６５００６０．５６４９５１
０．０３ ０．５６５３９３０．５６５３３７０．５６５２８２０．５６５２２７０．５６５１７２０．５６５１１６０．５６５０６１０．５６５００６０．５６４９５１
０．０４ ０．５６５３９３０．５６５３３８０．５６５２８２０．５６５２２７０．５６５１７２０．５６５１１７０．５６５０６１０．５６５００６０．５６４９５１

９６
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表４　悬索桥竖向反对称振动非线性系统频率（单位：Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈｖｅｒｔｉｃａｌａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ：Ｈｚ）

ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａ／ｍ
ΔＴ／℃

０ ５ １０ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０
ｃａｂｌｅ（ＮＯ．１） ０．０１ ０．７１４６７７０．６９６３３３０．６７７４９２０．６５８１１２０．６３８１４４０．６１７５３００．５９６２０５０．５７４０８７０．５５１０８３

０．０２ ０．７１４６７９０．６９６３３５０．６７７４９４０．６５８１１４０．６３８１４６０．６１７５３２０．５９６２０７０．５７４０８９０．５５１０８５
０．０３ ０．７１４６８２０．６９６３３８０．６７７４９７０．６５８１１７０．６３８１４９０．６１７５３６０．５９６２１００．５７４０９３０．５５１０８８
０．０４ ０．７１４６８６０．６９６３４２０．６７７５０１０．６５８１２１０．６３８１５３０．６１７５４００．５９６２１５０．５７４０９８０．５５１０９４

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．２） ０．０１ ０．７１４６７７０．７１４２８７０．７１３８９６０．７１３５０６０．７１３１１５０．７１２７２４０．７１２３３２０．７１１９４１０．７１１５４９
０．０２ ０．７１４６７８０．７１４２８８０．７１３８９８０．７１３５０７０．７１３１１６０．７１２７２５０．７１２３３４０．７１１９４２０．７１１５５０
０．０３ ０．７１４６８００．７１４２９００．７１３９０００．７１３５０９０．７１３１１８０．７１２７２７０．７１２３３６０．７１１９４４０．７１１５５３
０．０４ ０．７１４６８３０．７１４２９３０．７１３９０３０．７１３５１２０．７１３１２１０．７１２７３００．７１２３３９０．７１１９４７０．７１１５５５

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．３） ０．０１ ０．７１４６７７０．７１４１４６０．７１３６１５０．７１３０８３０．７１２５５１０．７１２０１８０．７１１４８５０．７１０９５１０．７１０４１８
０．０２ ０．７１４６７９０．７１４１４８０．７１３６１６０．７１３０８５０．７１２５５２０．７１２０２００．７１１４８７０．７１０９５３０．７１０４１９
０．０３ ０．７１４６８２０．７１４１５１０．７１３６１９０．７１３０８７０．７１２５５５０．７１２０２２０．７１１４８９０．７１０９５６０．７１０４２２
０．０４ ０．７１４６８６０．７１４１５５０．７１３６２３０．７１３０９１０．７１２５５９０．７１２０２６０．７１１４９３０．７１０９６００．７１０４２６

ｃａｂｌｅ（ＮＯ．４） ０．０１ ０．７１４６７７０．７１４４８００．７１４２８４０．７１４０８７０．７１３８９１０．７１３６９４０．７１３４９７０．７１３３０００．７１３１０３
０．０２ ０．７１４６７７０．７１４４８１０．７１４２８４０．７１４０８８０．７１３８９１０．７１３６９４０．７１３４９８０．７１３３０１０．７１３１０４
０．０３ ０．７１４６７８０．７１４４８２０．７１４２８５０．７１４０８９０．７１３８９２０．７１３６９５０．７１３４９９０．７１３３０２０．７１３１０５
０．０４ ０．７１４６８００．７１４４８３０．７１４２８７０．７１４０９００．７１３８９４０．７１３６９７０．７１３５０００．７１３３０３０．７１３１０７

图２　悬索桥竖向对称振动时程曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈ

ｖｅｒｔｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ

图３　悬索桥竖向反对称振动时程曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈ

ｖｅｒｔｉｃａｌａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ

图４　悬索桥（１＃缆索）竖向对称振动时程曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈ

ｖｅｒｔｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ（１＃）

图５　悬索桥（２＃缆索）竖向对称振动时程曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈ

ｖｅｒｔｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ（２＃）

０７
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图６　悬索桥（１＃缆索）竖向反对称振动时程曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈ

ｖｅｒｔｉｃａｌａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ（１＃）

图７　悬索桥（２＃缆索）竖向反对称振动时程曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｗｉｔｈ

ｖｅｒｔｉｃａｌａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ（２＃）

对表２—表４、图２—图７进行分析可知：
１）、按线性振动理论计算的悬索桥系统频率大

于按非线性振动理论计算的悬索桥系统频率，悬索

桥对称振动系统频率小于悬索桥反对称振动系统

频率．按照等轴向刚度准则构造的碳纤维缆索悬索
桥的系统频率大于按照等强度准则构造的碳纤维

缆索悬索桥的系统频率、大于碳纤维缆索与钢缆索

等截面的悬索桥的系统频率．当振幅一定时，随着
温度的增加，碳纤维材料悬索桥或钢缆索悬索桥的

非线性自振频率将变小；当温度一定时，随着振幅

的增大，碳纤维缆索悬索桥或钢缆索悬索桥的非线

性自振频率将增大．这说明悬索桥非线性振动呈
“硬弹簧”特性．与一般结构不同，由于悬索桥在振
动过程中索力不断变化导致其刚度变化，实际上它

属于非线性硬化刚度体系．

２）、在温度变化增量为零的情况下，钢缆悬索
索桥的系统频率大于按照等强度准则构造的碳纤

维缆索悬索桥的系统频率、大于碳纤维缆索与钢缆

索等截面的悬索桥的系统频率，小于按照等轴向刚

度准则构造的碳纤维缆索悬索桥的系统频率；当温

度变化增量达到２５度时，钢缆悬索索桥的系统频

率均小于按照等强度准则构造的碳纤维缆索悬索

桥、碳纤维缆索与钢缆索等截面的悬索桥、按照等

轴向刚度准则构造的碳纤维缆索悬索桥的系统频

率．
３）、在温度一定的情况下：钢缆索悬索桥竖向

对称振动时程曲线的振幅小于按照等强度准则构

造的碳纤维缆索悬索桥竖向对称振动时程曲线的

振幅、小于碳纤维缆索与钢缆索等截面的悬索桥竖

向对称振动时程曲线的振幅，小于按照等轴向刚度

准则构造的碳纤维缆索悬索桥竖向对称振动时程

曲线的振幅；钢缆索悬索桥竖向反对称振动时程曲

线的振幅则与按照等强度准则构造的碳纤维缆索

悬索桥竖向反对称振动时程曲线的振幅、碳纤维缆

索与钢缆索等截面的悬索桥竖向反对称振动时程

曲线的振幅、按照等轴向刚度准则构造的碳纤维缆

索悬索桥竖向反对称振动时程曲线的振幅相同．
４）、温度变化对钢缆索悬索桥振动时程曲线影

响较大，且随着温度升高对称振动时程曲线的振幅

将变小，钢缆索悬索桥反对称振动时程曲线的虽振

幅无变化，但温度升高却使反对称振动时程曲线运

动滞后；而温度变化对碳纤维缆索悬索桥振动时程

曲线几乎无影响，碳纤维缆索悬索桥振动时程曲线

基本上重合；这些都说明钢缆索悬索桥的非线性振

动对温度的变化较为敏感．

３　结论

悬索桥非线性振动呈“硬弹簧”特性．与一般

结构不同，由于悬索桥在振动过程中索力不断变化

导致其刚度变化，故实际上它属于非线性硬化刚度

体系．
温度变化对钢缆索悬索桥振动时程曲线影响

较大，而温度变化对碳纤维缆索悬索桥振动时程曲

线几乎无影响，碳纤维缆索悬索桥振动时程曲线基

本上重合；这些都说明钢缆索悬索桥的非线性振动

对温度的变化较为敏感．
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