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斜拉桥索面塔三自由度非线性振动模型
及其１∶２∶１内共振分析
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摘要　研究斜拉桥拉索桥面桥塔的三自由度耦合振动模型及其１∶２∶１内共振问题．将拉索简化为两端

有弦连接的质量块，将桥面和桥塔分别视作只有竖向振动和只有横向振动的弹簧质量块系统，建立了桥塔

拉索桥面三自由度耦合非线性振动模型．利用多尺度方法得到了系统发生１∶２∶１内共振的条件．对系统

的内共振进行了数值模拟，结果表明索面塔在初始扰动下会发生１∶２∶１内共振，能量会在系统各部分之

间发生有规律的传递和交换．

关键词　斜拉桥，　索面塔，　非线性振动，　多尺度法，　内共振

引言

斜拉桥是大跨度桥梁的最主要桥型之一．由于
斜拉索具有柔度大、质量小、阻尼低的特点，它的非

线性动力学特性非常突出，在微风微雨的情况下，

个别拉索即有可能发生十分剧烈的大幅振动．这种
索的大幅振动不仅会引起车辆行人的不舒适感和

对桥梁安全性的怀疑，更重要的是对桥梁的安全性

与耐久性产生了很大的危害．它可引起索的疲劳，
使索锚接合处产生疲劳裂纹，破坏索的防腐系统，

严重的还可能导致索失效．因此，近几十年来，为探
究拉索大幅振动的机理和寻求有效的控制方法，国

内外学者提出和分析了诸多索桥系统的非线性动
力学模型．

关于拉索的动力学模型主要分为两类，一类为

理想激励模型，即将桥面作为拉索的理想激励源．
１９８７年Ｆ．Ｂｅｎｅｄｅｔｔｉｎｉ和Ｇ．Ｒｅｇａ［１］以此为基础研
究了拉索的端部受激励的特性，分析了拉索在不同

垂跨比条件下做亚谐振动时的激发频率．陈水生和
孙炳楠［２］考虑拉索垂度和几何非线性的影响，导出

了拉索在轴向激励作用下的非线性振动方程，对拉

索轴向激励下的面内参数振动作了详细分析，利用

谐波平衡法得到了产生参数共振的最小激励幅值．
赵跃宇［３］等人进一步对斜拉索主参数共振的稳定

性进行了研究，分析了拉索固有频率与外激励参数

对斜拉索稳态解的个数及其稳定性的影响．另一类

模型为非理想激励模型，即认为桥面与拉索的振动

相互影响，即索桥耦合振动模型．钟万勰［４］建立了

一种双自由度耦合振动模型，并用多尺度法讨论了

位移一次近似解的稳定性；陈水生和孙炳楠［５］将

桥简化为集中质量块，建立了连续索离散桥的耦
合非线性参数振动模型，阐述了拉索与桥面的耦

合参数振动特性与索的垂度、固有频率、倾斜角度

等的关系；赵跃宇［６］等人建立了索梁组合结构的

力学模型，利用多尺度方法分析了拉索的参数振动

以及可能出现的内共振，分叉和混沌现象；Ｖｉｎ
ｃｅｎｚｏＧａｔｔｕｌｌｉ［７］建立了索梁耦合模型，并应用连续
性方法得到了１／２亚谐共振频率的关系．冯维明和
高黎黎［８］建立了绳索与 ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ梁的耦合
系统，并用多尺度法研究了该模型的稳定性．

本文参考文献［４］中的非线性动力学模型，计
入桥塔对整个斜拉索桥系统振动的影响，将拉索简

化为两端为弦连接的集中质量块，将桥面简化成竖

向振动的集中质量块，将桥塔简化成横向振动的集

中质量块，从而建立三自由度耦合振动模型．本文
对该力学模型进行了数学表达，用多尺度法求出其

近似解析解，进行了数值仿真．

１　力学模型及数学表达

如图一所示，将拉索简化为一个集中质量 ｍ１
和总长度为 ２ｌ的两段无质量弦，其抗拉刚度为
ＥＡ，初始静拉力为 Ｓ０．将桥塔简化为集中质量 ｍ２，
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刚度ｋ２和阻尼系数 ｃ２的横向振动子系统．将桥面
简化为集中质量ｍ３，刚度ｋ３和阻尼系数ｃ３的竖向
振动子系统，其中ｋ３为桥面的弯曲刚度．ｃ１为拉索
所受空气阻尼，假设为粘性阻尼．

图１　桥塔拉索桥面耦合振动三自由度力学模型

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｔｈｒｅｅＤＯＦｍｏｄｅｌｏｆｃｏｕｐｌｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｏｗｅｒ，

ｃａｂｌｅａｎｄｂｒｉｄｇｅｄｅｃｋ

分别取质量块ｍ１，ｍ２，ｍ３的静平衡位置为 ｘ１，
ｘ２和 ｘ３的坐标原点．令 Ｓ１，Ｓ２分别表示上下弦振
动时的索力，Δｌ１，Δｌ２为上下弦的弦长相对于静平
衡位置时的伸长量．由牛顿第二定律，可得到该系
统的振动方程：

ｍ１ｘ̈１＝－ｃ１ｘ１－Ｓ１ｓｉｎθ１－Ｓ２ｓｉｎθ２
ｍ２ｘ̈２＝－ｋ２ｘ２－ｃ２ｘ２＋Ｓ１ｓｉｎθ１
ｍ３ｘ̈３＝－ｋ３ｘ３－ｃ３ｘ３－Ｓｃｏｓθ２＋Ｓ

{
０

（１）

由几何关系，

ｌ２＋（ｘ１－ｘ２）
２＝（ｌ＋Δｌ１）

２＝ｌ２１
（ｌ＋ｘ３）

２＋ｘ２１＝（ｌ＋Δｌ２）
２＝ｌ{ ２

２

（２）

经整理，并略去高阶微量（Δｌ１）
２和（Δｌ２）

２项，得到

两弦伸长量分别为：

Δｌ１＝
（ｘ２－ｘ１）

２

２ｌ ，　Δｌ２＝
ｘ２１＋２ｘ３ｌ＋ｘ

２
３

２ｌ （３）

考虑到振动是小位移，则

ｓｉｎθ１＝
ｘ１－ｘ２
ｌ２
≈
ｘ１－ｘ２
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ｘ１
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≈
ｘ１
ｌ，　ｃｏｓθ２≈









 １
（４）

令ΔＳ１和ΔＳ２分别表示振动过程中上下两弦
相对于其初始内力的变化量，则

Ｓ１＝Ｓ０＋ΔＳ１＝Ｓ０＋
ＥＡΔｌ１
ｌ ，

Ｓ２＝Ｓ０＋ΔＳ２＝Ｓ０＋
ＥＡΔｌ２
ｌ

{ ．
（５）

将上述等式代入方程（１），得到该系统的振动方程
为：
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ＥＡ
ｌ·
（ｘ２－ｘ１）

２

２ｌ ］×

　
ｘ１－ｘ２
ｌ －（Ｓ０＋

ＥＡ
ｌ·
ｘ２３＋２ｘ３ｌ＋ｘ

２
１

２ｌ ）·
ｘ１
ｌ

ｍ２ｘ̈２＝－ｋ２ｘ２－ｃ２ｘ２＋［Ｓ０＋
ＥＡ
ｌ×

　
（ｘ２－ｘ１）

２

２ｌ ］·
ｘ１－ｘ２
ｌ

ｍ３ｘ̈３＝－ｋ３ｘ３－ｃ３ｘ３－
ＥＡ
ｌ·
ｘ２３＋２ｘ３ｌ＋ｘ

２
１

２





















ｌ

（６）

２　模型分析

经整理，可得到方程（６）的无量纲形式：

　

ｘ̈１＋ｃ
′
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２
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２
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２
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２
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其中

ｃ′１＝
ｃ１
ｍ１
，ｃ′２＝

ｃ２
ｍ２
，ｃ′３＝

ｃ３
ｍ３
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γ１＝
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２ｍ３ｌ
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２ｍ３ｌ

２；

视阻尼系数ｃ′１，ｃ
′
２，ｃ

′
３为小量，引入无量纲小参数ε，

则有ｃ′１＝２εμ１，ｃ
′
２＝２εμ２，ｃ

′
３＝２εμ３．另外，为便于方

程解耦，设α１＝２εμ４，β１＝４εμ５．

采用多尺度法［９］研究其微振动的一次近似，将解展

开为：

ｘ１＝εμ１１（Ｔ０，Ｔ１）＋ε
２μ１２（Ｔ０，Ｔ１）＋…

ｘ２＝εμ２１（Ｔ０，Ｔ１）＋ε
２μ２２（Ｔ０，Ｔ１）＋…

ｘ３＝εμ３１（Ｔ０，Ｔ１）＋ε
２μ３２（Ｔ０，Ｔ１）＋

{
…

（８）

３６
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其中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．
将（８）式代入（７）式中，归纳ε的同次幂项，得

到如下方程组∶

ε１阶：

Ｄ２０ｕ１１＋ω
２
１ｕ１１＝０

Ｄ２０ｕ２１＋ω
２
２ｕ２１＝０

Ｄ２０ｕ３１＋ω
２
３ｕ３１＝

{
０

（９）

ε２阶：
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２
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２
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　２μ２Ｄ０ｕ２１＋２μ５ｕ１１＝０
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２
３ｕ３２＋２Ｄ０１ｕ３１＋２μ３Ｄ０ｕ３１＋

　２μ６ｕ３１＋γ３ｕ
２
１１＋γ１ｕ

２
３１＝















０

（１０）

其中Ｄｎ＝／Ｔｎ（ｎ＝０，１）．
方程（９）的解可写成如下形式：
ｕ１１＝Ａ１（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉω１Ｔ０）＋珔Ａ１（Ｔ１）ｅｘｐ（－ｉω１Ｔ０）

ｕ２１＝Ａ２（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉω２Ｔ０）＋珔Ａ２（Ｔ１）ｅｘｐ（－ｉω２Ｔ０）

ｕ３１＝Ａ３（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉω３Ｔ０）＋珔Ａ３（Ｔ１）ｅｘｐ（－ｉω３Ｔ０
{

）

（１１）
其中 珔Ａ１（Ｔ１），珔Ａ２（Ｔ１），珔Ａ３（Ｔ１）分别为 Ａ１（Ｔ１），
Ａ（Ｔ１），Ａ３（Ｔ１）的共轭项．设

　
Ａｍ（Ｔ１）＝

１
２ａｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉθｍＴ１）

珔Ａｍ（Ｔ１）＝
１
２ａｍ（Ｔ１）ｅｘｐ（－ｉθｍＴ１

{ ）

（ｍ＝１，２，３）

（１２）
将式（１１）、（１２）代入方程（１０），通过永年项分析可
得出当ω１≈０．５ω３，ω１≈ω２时系统将发生内共振，
即当拉索的振动频率等于桥塔的振动频率，并等于

桥面振动频率的一半时，系统将会发生内共振，拉

索将会出现较大幅值的振动．为了验证该结论，下
面考虑一个参数模型进行数值积分计算．

３　数值计算

给定结构参数：ｍ１＝１０ｋｇ，ｍ２＝２０００ｋｇ，ｍ３＝

８００ｋｇ，ＥＡ＝１６０００Ｎ，ｌ＝２０ｍ，ｃ１＝ｃ２＝ｃ３＝０，ｋ２＝
１９９５Ｎ／ｍ，ｋ３＝２４００Ｎ／ｍ，索的初始拉力 Ｓ０＝１００Ｎ，
此时计算出的各部分固有频率为：ω１＝１ｒａｄ／ｓ，ω２
＝１ｒａｄ／ｓ，ω３＝３ｒａｄ／ｓ．此时各频率之间的关系恰好
满足上节得到的发生内共振的条件．利用四阶龙格
库塔算法［１０］，取定步长为０．０２．在初始位移 ｘ１（０）
＝０．０１，ｘ２（０）＝０．０１，ｘ３（０）＝０．０１，初始速度皆为

零的情况下下求解方程（７），得到 ｘ１，ｘ２，ｘ３的时间
历程、频谱及相图，如图２－４所示：

图２　拉索的时域、频谱、及相图

Ｆｉｇ．２　Ｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ，

ａｎｄｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｃａｂｌｅ

图３　桥塔的时域、频谱、及相图

Ｆｉｇ．３　Ｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ，

ａｎｄｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｔｏｗｅｒ

图４　桥面的时域、频域、及相图

Ｆｉｇ．４　Ｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ，

ａｎｄｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｄｅｃｋ

由图２４可看出在无阻尼条件下，拉索，桥塔
的振动有拍的特性，其振幅分别随时间呈周期性变

化．桥塔的相位与拉索相反，表示振动能量在桥塔
和桥索之间传递，同时桥面也参与能量的交换，但

系统的总能量并不改变．
为了清楚地表明各自由度固有频率间的匹配

对参数共振系统振动特性的影响，我们取前面数值

仿真时使用的参数，但调节拉索的初始拉力，可以

４６
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得到拉索的位移响应最大幅值随 ω１／ω３变化的曲
线图．

图５　拉索位移响应最大幅值随变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｍａｘｉｍａｌａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｃａｂｌｅｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒ

由图５可以清晰看到当 ω１／ω３的值落在０．５
附近的连续区间时，系统将会激发明显得共振，称

为共振区，而在此区间外振幅的变化基本呈现线

性．
由于真实系统中不可避免会出现空气阻尼和

结构阻尼，而阻尼的存在往往会缩小系统出现稳态

周期振动的参数区域．对本文得到的稳态运动方程
进行分析可以得出该系统在有阻尼情况下不存在

稳态周期振动，一般情况下系统的振动会衰减至

零．例如当阻尼参数为：ｃ１＝０．２，ｃ２＝４０，ｃ３＝３２（ｃ
′
１

＝０．０２，ｃ′２＝０．０２，ｃ
′
３＝０．０４，以满足实际情况阻尼

比１％左右的范围）时，三个自由度的位移响应如
图６所示：

图５　有阻尼时拉索，桥塔，桥面时程图

Ｆｉｇ．５　Ｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃａｂｌｅ，

ｔｏｗｅｒａｎｄｄｅｃｋｗｉｔｈｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｄａｍｐｉｎｇ

从图６可以看到三个集中质量随时间的增加
均衰减为零，但是衰减过程中各自由度之间也会发

生能量的传递转换．

４　结论

本文考虑桥塔，拉索和桥面之间的相互影响，

建立了索面塔三自由度耦合非线性振动模型．利
用多尺度方法得到了系统产生内共振的条件．对系

统的内共振进行了数值模拟，结果表明拉索，桥面

和桥塔在初始扰动下会发生１∶２∶１内共振，能量

会在系统各部分之间发生有规律的传递和交换，同

时发现有阻尼情况下系统各自由度的振动一般会

衰减为零．
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